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16. Estabilidad de sistemas lineales

Consideremos la ecuacion diferencial que representa al péndulo simple amor-
tiguado libre (entrada nula):

0(t) + 200(t) + w? sinO(t) = 0 (16.1)

donde o € R es el coeficiente de atenuacién, w, € R la frecuencia natural y
0(t) € R la posicién angular.

Los puntos de equilibrio de un sistema se obtienen anulando las derivadas
en la situacién no forzada o libre, es decir con una entrada nula. En el caso del
péndulo son las soluciones de la ecuacién

sinf(t) =0 (16.2)
Podemos ver que la ecuacion de equilibrio 16.2 tiene dos soluciones:

0 =2nm (16.3a)
0=2n+1)m (16.3b)

donde n € Z.

La estabilidad se define para cada uno de los puntos de equilibrio. El péndulo
simple es un sistema no lineal con dos puntos de equilibrio. La posicién vertical
“hacia abajo” 6 = 0 es estable, mientras que la posicién “hacia arriba” 6 = 7
es inestable: una pequena perturbacién de la posicién de equilibrio provoca que
el péndulo no retorne a la posicién “hacia arriba” pero si lo haga a la posiciéon
“hacia abajo”. Sin embargo cuando el coeficiente de atenuacién es nulo, o = 0,
la salida ante una pequena perturbacién es oscilatoria sin amortiguacién, por lo
que cualquier punto de equilibrio seria inestable.

Los sistemas lineales solo tienen un punto de equilibrio y = 0 siendo y(t)
la salida. Por esta razon suele hablarse de estabilidad del sistema lineal. Si
los movimientos del péndulo simple se hacen en las proximidades del punto de
equilibrio estable, es decir para 6(t) ~ 0, se comportard como un sistema lineal
haciendo sin 6(t) ~ 6(t), dado por la ecuacién de segundo orden

0(t) + 2a0(t) + w20(t) = 0 (16.4)

Hay diversas definiciones del concepto de estabilidad. La idea de provocar
un movimiento a la salida introduciendo una pequena perturbacion a la entrada
de un sistema es probablemente la mas intuitiva. Es la idea de la definicién de
estabilidad de Lyapunov.

Otra es la que llamaremos estabilidad de entrada/salida acotada (BIBO en
inglés: Bounded Input Bounded Output) que definimos de la siguiente forma.
Diremos que un sistema es BIBO-estable si para una entrada acotada su salida
permanece acotada. En caso contrario, es decir si para una entrada acotada su
salida no estd acotada diremos que el sistema es inestable.

Ambas definiciones son equivalentes en el caso de los sistemas lineales, a
excepcion de la situacién en que la salida sea oscilatoria sin amortiguaciéon o
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sin atenuacién (o = 0). Segin la definicién de estabilidad de Lyapunov esta
situacién seria inestable, mientras que segun la definiciéon de estabilidad BIBO
seria estable. En este caso diremos que el sistema es criticamente estable.

En la Seccién 10 de la Parte I[1] se estudié la interpretacién fisica de los
polos de un sistema lineal. Se vi6é con un ejemplo de un sistema de primer orden
que ante una entrada nula y condiciones iniciales no nulas el sistema tiene una
salida no nula que define al polo del sistema (relacién 10.15 de la Parte I[1]):

Y(s) = —2 (16.5)

donde oy = y(07).
La salida en el dominio del tiempo es,

y(t) = y(07)eMro(t) (16.6)

donde ro(t) es la funcién escalén unidad.

Cuando p < 0 la salida tiende al punto de equilibrio y = 0, mientras que
para p > 0 la salida tiende al infinto y — oo o a una constante y(0~). Por lo
tanto un sistema de primer orden es estable cuando p < 0 y es inestable en
caso contrario segun la definicién de Lyapunov. Sin embargo serd BIBO-estable
para p = 0 ya que la entrada u(t) = 0 estd acotada y la salida también. Este
es el caso en que el sistema tiene un polo en el origen s = 0. En lo que sigue
consideraremos que en este caso el sistema es estable.

La conclusién importante que debemos sacar es que los polos de un sistema
lineal caracterizan la estabilidad del sistema. Esto es cierto para cualquier siste-
ma lineal de orden n. Por lo tanto, las raices de la ecuacién caracteristica de la
funcién de transferencia de un sistema caracterizan la estabilidad del sistema.

17. Sistemas de segundo orden oscilatorios con-
tinuos y discretos. Transformadas de Lapla-
ce y Z de funciones trigonométricas

En los Apéndices B.1 y B.2 se estudian los sistemas continuo y discreto dados
por las ecuaciones

(17.1a)
(17.1b)

y(k +2) — 2cos(wp,T)y(k + 1) + y(k) =

donde T' € RT es el periodo de muestreo, w, € RT es la frecuencia natural e
y(t),y(kT) € R la salida de los sistemas continuo y discreto respectivamente.

Los polos del sistema continuo son s = +jw, y los del sistema discreto
z = e*7“nT Podemos observar que satisfacen la relacién z = e*7 estudiada en
la Seccién 12 de la Parte II]2].
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Las salidas de estos sistemas vienen dadas por las ecuaciones B.5 y B.14,

y(t) = yff)),:) sin(wpt) + y(07) cos(wpt) (17.2a)
y(k) = smy((wj;)T) sin(kw,T) — SHEJ(L% sin((k — Dw,T') (17.2b)

Podemos ver que ambos tienen un comportamiento oscilatorio no amorti-
guado, como se muestra en la Figura 13 para el caso continuo, por lo que son
sistemas criticamente estables.

y(t)

) =2

Contribucién de y(0

Figura 13: Salida y(t) de un sistema de orden dos oscilatorio libre y contribucién
de las condiciones iniciales [y(07),y(07)] en el caso particular de w,, = 12,

[y(07),5(07)] = [2,100]

Demostraremos a continuacion que 17.1b es una discretizacion exacta de
17.1a. Como consecuencia la Figura 13 también representa al sistema discreto
haciendo ¢ = kT y sustituyendo ¢(0~) por la expresién 17.4 que se demuestra a
continuacion.

En la Tabla 5 se recogen las Transformadas de Laplace y Z de las funciones
trigonométricas calculadas en los Apéndices B.1 y B.2.
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Transformada £ Funcién causal (t = kT') Transformada Z

W, in () zsin(w,T)
—— sin(wy,
24+ w? 22 = 2cos(w,T)z+ 1
s z(z — cos(w,T))
> nt
24 w? cos(wnt) 22 — 2cos(w,T)z + 1

Tabla 5: Transformadas £ y Z de las funciones trigonométricas

17.1. Relacion entre los sistemas de segundo orden osci-
latorios continuos y discretos

Puede ser interesante expresar la ecuacién 17.2b en funcién de senos y

cosenos. Teniendo en cuenta que sin((k — 1)w,T) = sin(kw,T) cos(w,T) —
cos(kw,T') sin(w,T)
o) = 20 _Sifl((?:;(w”ﬂ sin(kw, T) + 4(0) cos(kw,T) (17.3)

Si contrastamos la ecuacién 17.3 con la salida del sistema continuo 17.2a pode-
mos observar que y(k) es una discretizacién exacta de y(t) donde

y(T) = y(07) cos(waT)
sin(w,T)

§(07) = W (17.4)

Puede comprobarse que esto es asi haciendo t = T en la ecuacién 17.2a.
Para valores de T muy pequenos podemos utilizar la aproximacién sin(w, T') =
w,T v cos(w,T) = 1, en cuyo caso se obtiene la aproximacién de Euler de la

derivada: B
y(07) ~ M (17.5)
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18. Estabilidad de polinomios

Diremos que un polinomio P(s) de grado n de la forma
P(s) = "+ ars" N+ a5+ ay (18.1)

donde a; € Ry s € C es estable en el sentido de Hurwitz, si las raices de
la ecuacién

P(s)=0 (18.2)

tienen parte real negativa distinta de cero.

Diremos que el polinomio 18.1 es criticamente estable cuando la parte real
de las raices de la ecuacién 18.2 son nulas, es decir cuando las raices son ima-
ginarias puras. Puesto que el Teorema Fundamental del Algebra demuestra que
las ecuaciones polinémicas de grado n tienen n raices, y que cuando sus coefi-
cientes son reales, a; € R sus raices son reales o complejas conjugadas, entonces
un polinomio solo puede ser criticamente estable si su grado n es par.

Diremos que un polinomio P(z) de grado n de la forma

P(z)=2"+a12" '+ Fan_12+an (18.3)

donde a; € Ry z € C es estable en el sentido de Schur, si las raices de la
ecuacion

P(z) =0 (18.4)

tienen médulo menor que la unidad.

Diremos que el polinomio 18.3 es criticamente estable cuando el médulo de
las raices de la ecuacién 18.4 es la unidad.

Diremos que los polinomios 18.1 o 18.3 son inestables si no son estables ni
criticamente estables.

Por extensién diremos que una raiz concreta de las ecuaciones 18.2 0 18.4 es
estable, criticamente estable o inestable.

Estas definiciones de estabilidad parecen exigir el calculo de las raices, sin
embargo esto no es realmente necesario ya que es suficiente con aplicar algun
test que verifique la condicién de estabilidad. El test de Routh, que enunciamos
a continuacién, cumple este objetivo, ademéas de que aporta informacién sobre
la ubicacion de las raices en el plano complejo.

Una de las razones para utilizar métodos que no exijan el calculo de raices
es el hecho de que los polinomios de grado mayor o igual al quinto no se pueden
resolver por radicales (no hay expresién algebraica'), salvo en casos particulares.
Este hecho matematico exigiria utilizar métodos numéricos para el calculo de
las raices y estos métodos siempre dan resultados aproximados por lo que en
ocasiones son inaceptables.

ITeorema de Abel-Ruffini y de Galois
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18.1. Tabla de Routh para el analisis de la estabilidad de
polinomios en el sentido de Hurwitz

Dado el polinomio 18.1, con a,, # 0,
P(s) = " ars" e ap_1S + an (18.5)

construimos la Tabla de Routh a partir de los coeficientes a;, de la siguiente
manera:

s 1 as ay

s Lillar as as

s"T2 by by b3

s" Bl eq ey ...

st di dy ds ... (186)
$2

st

s0:

donde los coeficientes b;, ¢;, d; (y sucesivos) se calculan de la siguiente forma:

G — o det[a1 aa?i]
bi _ 1424 2541 — 1 2i+41 (187&)
aq a1
det {CM a2i+1:|
¢ = 222 +1b1 Dbl _ _ 1b1 = (18.7b)
et e
d; cibiyr —bicipn _ €1 Cit1 (18.7¢)
C1 C1

La columna de la izquierda es solo indicativa. Entenderemos que la primera
columna de la izquierda de la Tabla es la de coeficientes 1, a1, b1,c1,d1, . ..

Puede observarse que estamos suponiendo que los coeficientes de la primera
columna de la izquierda son distintos de cero. En caso contrario los coeficientes
sucesivos serfan infinitos (salvo cancelaciones). Veremos enseguida como cons-
truir la Tabla de Routh en estos casos especiales.

La Tabla de Routh debe completarse con ceros a la derecha de cada fila.

El Teorema de Routh afirma dos cosas:

1. El polinomio P(s) es estable en el sentido de Hurwitz si todos los coefi-
cientes de la primera columna son positivos

2. El ntimero de raices positivas o con parte real positiva de P(s) = 0 coin-
cide con el nimero de cambios de signo de los coeficientes de la primera
columna.
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Si el polinomio tuviese raices complejas con parte real positiva deberdn aparecer
en pares conjugados por lo que habra dos cambios de signo, pero el hecho de
que haya dos cambios de signo no implica que sean complejas. Pueden ser dos
raices reales positivas. Tampoco indica este teorema el orden de multiplicidad
de la raices, ni permite saber si el polinomio es criticamente estable (raices en
el eje imaginario). Sin embargo puede conocerse esta informacién cuando una
fila completa se hace nula, como vamos a ver a continuacion.

Cada fila de grado j-ésimo (fila s/) de la Tabla puede representarse como
un polinomio de grado s/ llamado polinomio auxiliar. Por ejemplo la primera
fila puede representarse por el polinomio P,(s) y la segunda por el polinomio
P,_1(s), de tal forma que P(s) = P,(s) + Pn—1(s),

Po(s) = s™ +ags" 2 +ags" 4 ... (18.8a)
Py 1(s) =a1s" ' +azs" P +ass" 0 + ... (18.8b)

y en general el polinomio auxiliar asociado a la fila de grado j-ésimo (fila s7)
tiene la forma A A ‘
Pi(s) = fns’ + fras’ 2+ fias’ 4. (18.9)

donde f;; son los coeficientes de la fila de grado j-ésimo.
A continuacién se explica cémo construir la Tabla de Routh en dos casos
especiales.

1. Filas nulas.

Puede demostrarse que P;(s) = 0 si y solamente si las ecuaciones P(s) = 0
y Pj_1 = 0 tienen las mismas raices radiales, es decir raices simétricas son
respecto al origen en el plano complejo. En este caso el polinomio P;_;
es par por lo que la ecuacién P;_;(s) = 0 tiene raices opuestas, reales o
complejas.

En este caso la fila nula puede sustituirse por otro polinomio PJ{ (s) y
continuar construyendo la Tabla normalmente donde
dP',l S

Pj(s) = 7st( ) (18.10)
Una vez construida la Tabla debemos saber que las raices radiales imagi-
narias no producen cambios de signo, pero las radiales reales y complejas
si, por lo que puede saberse si P(s) es criticamente estable o inestable.
Cuando las raices radiales son complejas (con parte real no nula) deberdn
aparecer de cuatro en cuatro ya que debe haber a su vez raices complejas
conjugadas. En este caso dos de ellas seran inestables. Por ejemplo el poli-
nomio P(s) = s*4+4 cumple esta condicién. Para comprobarlo puede hacer-
se el cambio de variables v = s2. Entonces P(v) = v?+4 = (v+;2)(v—32).
Por lo tanto s2 = £2j. Haciendo s = ¢ + jw, elevando al cuadrado e igua-
lando a +2j se obtienen las relaciones

o2 = w2

o — 1 (18.11)
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y de aqui las cuatro raices radiales, (+1 =+ j).

Consideremos el polinomio

P(s) =" +4 = (s+2)(s — j2) (18.12)
Su Tabla de Routh es
s2:l1 4
st:|]0 0 (18.13)
sO || ?

Vemos que Pi(s) = 0, por lo que P(s) = 0 tendré raices radiales. Como
el polinomio auxiliar P»(s) = s? + 4 entonces su derivada con respecto a s
es P{(s) = 2s por lo que la Tabla queda en la forma:

s2:]l1 4
st:ll2 0 (18.14)
4 0

SOZ

Podemos observar que no hay cambios de signo en la primera columna,
pero como se habia producido una fila nula debemos sacar la conclusién
de que las raices radiales deben ser imaginarias, y en consecuencia el po-
linomio es criticamente estable.

En lo sucesivo escribiremos las dos tablas anteriores 18.13 y 18.15 de la
siguiente manera:

st 0;2 0] Pi(s) =0;P{(s) =2s (18.15)

Veamos algunos ejemplos de ecuaciones con raices radiales.
1.i) Sea el polinomio
P(s)=s%—s?+4s—4=(s>+4)(s—1) (18.16)

La ecuacién P(s) = 0 tiene dos raices en el eje imaginario y una raiz
real inestable.

La Tabla de Routh es:

53 1 4

2| -1 —4 Py(s) = —s?—4

st 0;—2 0 | Pi(s)=0; P{(s) =—2s (18.17)
s0 —4 0

Vemos que hay una fila nula P;(s) = 0 que ha sido sustituida por
una nueva Pj(s) = —2s, y un cambio de signo en los coeficientes
de la primera columna. Puesto que se ha anulado una fila sabemos
que debe haber soluciones radiales. Como el polinomio es de grado 3
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no es posible que sean complejas, pero podrian haber sido reales. La
forma de saber si las radiales son imaginarias o reales es analizando el
polinomio auxiliar P,(s) = s? + 4. Puesto que las raices de Py(s) =0
son imaginarias, podemos concluir que hay una raiz real inestable
que no es radial. En cualquier caso el polinomio es inestable.

1.ii) Sea el polinomio
P(s)=s3+s*—4s—4=(s>—4)(s+1) (18.18)

La ecuacién P(s) = 0 tiene una raiz radial real inestable.
La Tabla de Routh es:

3. 1 —4

201 —4 Py(s)=s*—4
o2 0 | Pigs)=0: Pl(s) = 25 (18.19)
0 -4 0

Vemos que hay una fila nula P;(s) = 0 que ha sido sustituida por
una nueva PJ(s) = 2s, y un cambio de signo en los coeficientes de la
primera columna. Como en el ejemplo anterior tampoco sabemos si
las soluciones radiales son imaginarias o reales. En este caso habria
que estudiar el polinomio auxiliar Py(s) = s — 4. Puesto que las
raices de P3(s) = 0 son reales, podemos concluir que hay una raiz
real inestable que es radial.

1.iii) Sea el polinomio
Ps)=s3—s?—s+1=(s—1)*(s+1) (18.20)

Vemos que la ecuacién P(s) = 0 tiene una raiz inestable de orden de
multiplicidad 2.

La Tabla de Routh es:

3 1 -1

2o -1 1 Py(s) = —s?+1

Lofl ;=2 0 | Pi(s) =0; P/(s) = —2s
0 1 0

(18.21)

Vemos que la fila que se ha anulado se debe a las raices radiales de
Py(s) = —s% 4+ 1 = 0, es decir s = 41, y nada tiene que ver con el
hecho de que P(s) tenga una raiz doble. Vemos que hay dos cambios
de signo en los coeficientes de la primera columna. No debe sacarse la
conclusién de que si el orden de multiplicidad es mayor que la unidad
se anulara una fila.

2. Filas cuyo primer coeficiente es nulo y los restantes no son nulos.

Puede darse otro caso especial que es cuando el primer coeficiente de
una fila se hace nulo y los restantes son distintos de cero. Se trata de
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una reducciéon de grado del polinomio auxiliar. Hay diversas formas de
construir la tabla de Routh en estas circunstancias. Una de ellas es sustituir
el valor nulo por una variable positiva € > 0 y seguir construyendo la
Tabla normalmente. Una vez hecho esto los restantes coeficientes de la
Tabla dependerén, en general, de € y bastard con calcular el ll_r)% fi, Vi

para conocer el signo de los coeficientes de la primera columna.

2.i) Sea el polinomio

P(s)=s"+4=((s + 1) +1)((s = 1) + 1) = (s* + 2j)(s* — 2j)
(18.22)
La ecuacién P(s) = 0 tiene cuatro raices complejas radiales pero que
no son imaginarias puras.

La Tabla de Routh es:

st 1 0 4 Py(s) =s*+4
s3] 0;4 0 0] P3(s) =0; Pi(s) =4s®
2. ~
st —— 0 0
€
s0 4 0 0

En este caso ha habido una fila nula Ps(s) = 0, que ha sido susti-
tuida por Pj(s) = 4s®. También ha habido una fila s? con el primer
coeficiente nulo y el siguiente distinto de cero. El coeficiente nulo se
ha sustituido por € > 0 de tal manera que se ha permitido terminar
de construir la Tabla. Podemos ver que

16

lim f;; = lim —— = —00 <0 (18.24)
e—0t e—0t €

En consecuencia vemos dos cambios de signo en los coeficientes de la

primera columna y por lo tanto hay dos raices con parte real positiva.

18.2. Transformacién w para el andlisis de la estabilidad
de polinomios en el sentido de Schur

La estabilidad en sentido de Schur puede probarse directamente con el test
de Jury, pero resulta mas sencillo realizar un cambio de variables en el dominio
complejo mediante la transformacién conforme de Moébius o transformacion w
del interior del circulo unidad del plano complejo z en el semiplano izquierdo del
plano complejo s, y en consecuencia el polinomio resultante debera ser estable
en el sentido de Hurwitz.

La transformacion w se define de la siguiente forma:

w41
w—1

(18.25)

donde z = op + jwp y W = 0y + jwy.
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Al sustituir esta relacién en el polinomio P(z) dado por 18.3 se obtiene la
expresién
w"™ + blwn—l + bgwn_Q 4+t bn
(w—1)"

Q' (w) = (18.26)

Definimos el polinomio Q(w) como
Q(w) = Q'(w)(w —1)" (18.27)

Puede demostrarse que la ecuacién Q(w) = 0 tiene raices cuya parte real es
negativa si y solamente si la ecuacién P(z) = 0 tiene raices dentro del circulo
unidad, es decir |z| < 1 si y solamente si Re {w} < 0. Esto indica que podr§ ser
utilizada la Tabla de Routh explicada en la Subsecciéon 18.1 para analizar la
estabilidad de P(w). En la Figura 14 se muestra la transformacién entre los
planos complejos z y w, que no debe confundirse con la del plano complejo s
donde z = e*T representada en la Figura 7 de la Seccién 12 de la Parte II [2].
La transformacién w no es periédica sino que realiza una transformacién de
cada punto del semiplano izquierdo del plano complejo w en un unico punto del
interior del circulo unidad del plano complejo z.

ij jww

plano z plano w

(a) (b)

w—+1

o (a) Plano z (b) Plano

Figura 14: Caracteristicas de la transformacion z =
w

Por ejemplo, consideremos el siguiente polinomio,
P(z)=2+22-5 (18.28)
Las raices de P(z) =0 son z = -1+ V6, y como |z| > 1 el polinomio no es

estable en el sentido de Schur.
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Aplicando la transformacién w dada por 18.25 se obtiene
2
, w41 w41
=(—— 2( —— ) — 18.2

Q)= (251) v (1) -5 (18.29)

y de aqui que el polinomio Q(w) = Q' (w)(w — 1)? quede en la forma
Qw) = (w+1)% +2(w+1)(w — 1) — 5(w — 1)? (18.30)

resultando

Q(w) = w* — 6w + 3 (18.31)
Este polinomio es inestable en el sentido de Hurwitz ya que las raices son 3++/6,
que son positivas. En consecuencia el polinomio P(z) del cual deriva serd ines-

table en el sentido de Schur.
La tabla de Routh para Q(w) es:

w? 1 3
wr:|| =6 0 (18.32)
wO : 3

Vemos que hay dos cambios de signo en la primera columna (de ntimeros) por
lo que la ecuacién Q(w) = 0 tiene dos raices inestables en el sentido de Hurwitz.
En consecuencia la ecuacién P(z) = 0 tendrd dos raices fuera del circulo unidad
por lo que sera inestable en el sentido de Schur.

19. Intervalo de estabilidad de la constante K,
de un controlador Proporcional de un sis-
tema de control realimentado. Seleccién del
periodo de muestreo

En la Figura 15 se muestra un sistema de control realimentado continuo
con un controlador Proporcional en el lazo directo. El sistema a controlar es un
sistema de segundo orden cuya funcién de transferencia es

K

G(s) = SGEp) (19.1)
donde K,p € R.
") @ Tu)] K y(®)
s(s +p)

Figura 15: Controlador Proporcional en una estructura de Control de Lazo Di-
recto Continuo
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La funciéon de transferencia de lazo cerrado es

K,K

H == 19.2
(s) s2 +ps+ KK, ( )

El intervalo de estabilidad de K, puede calcularse utilizando la Tabla de Routh,

52 1 KK,
L. D 0 (19.3)
9 || KK, 0

Analizando los cambios de signo de la primera columna sacamos la conclusién de
que para que el sistema de lazo cerrado sea estable deben cumplirse las siguientes
condiciones:

p>0 (19.4a)
KK, >0 (19.4b)

Por ejemplo si p > 0y K < 0 entonces K,, debe ser menor que cero.
La ecuacion caracteristica del sistema de control de lazo cerrado es

s>+ ps+ KK, =0 (19.5)
En consecuencia los polos son

—p+/p? —4KK
s— P p2 P (19.6)

Cuando p? < 4K K, los polos seran complejos conjugados; en caso contrario
seran reales y distintos. El caso de polos complejos no puede darse si KK, < 0.
En el caso de polos reales, si KK, < 0 habra un polo positivo.

Con este analisis podemos comprobar que es mas sencillo obtener los inter-
valos de estabilidad utilizando la Tabla de Routh que obteniendo los polos del
sistema, incluso en este sencillo ejemplo de un sistema de orden dos.

Consideremos ahora que este controlador se implementa en una estructura
hibrida como la de la Figura 16 en la que se ha sustituido K, por K,p.

K > ZOH
o s(s +p)

r(k) e(k) u(k) u(t)| K y(1) o y(’:)
T

Figura 16: Controlador Proporcional en una estructura de Control de Lazo Di-
recto Hibrido
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En este caso el estudio de los intervalos de estabilidad debe servir también
para la eleccién del periodo de muestreo T', ya que como veremos, el sistema de
control hibrido se hace inestable para un cierto rango de valores de T' depen-
dientes de los pardmetros K, p, K,p.

r(k) e(k) Kon “(klz{l — e Ts : Ii )} y(/:)
s s(s+p

Figura 17: Controlador Proporcional en una estructura de Control de Lazo Di-
recto Discreto

En primer lugar obtendremos la funcién de transferencia de lazo cerrado
discreta Hp(z) segtn el esquema de la Figura 17,

Hp(z) = K,pZ{Gzomu(s)G(s)}

= T KypZ (Gron(3)G(s)) (19.7)

En la Seccién 14 de la Parte II[2] se demostré que

2 (Gzon(96(6) =1 -z {C —a-az{ S E oy

En el Apéndice C se demuestra que

2{82(]) } 2(boz + by) (199)

st " G
donde
T _ 1 49T
e (19.10a)
p
1-(1 T)e Pt
py — L= (L pTe (19.10b)
p
Por lo tanto
(1_2—1)2 p _ bOZ+b1 _ bOZ+b1
s2(s+p) (z—=1)(z—ePT) 22— (1+ePT)z4ePT
(19.11)
De aqui que
K,pK(b b
Hp(z) = Kpp K (boz +b1) (19.12)

p(22 —dy1z + do)
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donde
K,pKby

p
K,pKb,

p

dy=1+e 7T - (19.13a)

dy=e T + (19.13b)

Podemos comprobar que se satisface la restriccién de ganancia a bajas fre-
cuencias entre H(s) dado por 19.3 y Hp(z) dado por 19.12; por lo que si
K,p = K, la funcién de transferencia Hp(z) serfa una discretizaciéon de G(s)
a la entrada escalén explicada en la Seccién 15.1 de la Parte II[2]. Sin embar-
go debe entenderse que se ha elegido esta forma de discretizacion debido a la
implementacién realizada en la Figura 16. Si la entrada al ZOH u(k) fuese un
escaldn, la salida del sistema realimentado y(k) coincidiria con la salida de G(s)
en los instantes de muestreo, pero en general la sefial de control u(k) del sis-
tema de lazo cerrado hibrido no serd un escalén, por lo que debe analizarse
la estabilidad del sistema de control realimentado discreto en su totalidad. En
general podria haberse escogido otra forma de discretizacion de la funcién de
transferencia continua G(s) pero el andlisis completo de la estabilidad seguiria
siendo necesario.

Para el analisis de los intervalos de estabilidad utilizaremos el método de la
transformacién w explicado en la Seccién 18.2 para el andlisis de la estabilidad de
polinomios en el sentido de Schur, es decir haremos en la ecuacién caracteristica

1
el cambio de variable z = L+1 y analizaremos la estabilidad en el sentido de
w

Hurwitz de la ecuacién resultante utilizando la Tabla de Routh.
La ecuacién caracteristica de Hp(z) es

22 —diz+dy =0 (19.14)
1
por lo que haciendo el cambio de variable z = LJrl
w—
(w+1)? —dy(w—1)(w+ 1) + do(w — 1)> =0 (19.15)

Agrupando términos del mismo grado y dividiendo por el coeficiente de mayor
grado ¢g se obtiene la ecuacién caracteristica en w € C

w2+ cw+cs =0 (19.16)
donde
KypK(bo+b) K,pKT(1—e T
co=1—di +dy = BopBlbo b)) _ KppKT( =~ ™) (19.17a)
P p
2(1—d
o = 21=d) (19.17b)
Co
1+d+d
oy = % (19.17¢)
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Podemos comprobar utilizando la Tabla de Routh que con la discretizacién
elegida, el sistema hibrido es estable si se cumplen las dos condiciones siguientes:

¢ >0 (19.18a)
¢y >0 (19.18D)

Sip, K, K,p > 0 entonces ¢y > 0 por lo que las condiciones de estabilidad
se reducen a

do(T) < 1 (19.19a)
(T) =1+ dy(T) + do(T) > 0 (19.19D)

d2(T), c3(T)

—
| 1,78467
1

T L L L L L L |
[0,0 1 2 3 4 pT

Figura 18: Curvas de los coeficientes de la ecuacién caracteristica w?+ciw-+co =
0

En la Figura 18 se muestran las curvas de variacién con respecto a pT' de
los pardmetros do(T) y ¢4(T) = 1+ dy(T) + d2(T). Podemos apreciar que hay
valores de pT que hacen que el sistema hibrido sea inestable. Se ha escogido

K,pK

p =4/ ——— con a > 1 de tal manera que
Q@
dy =1+ e PT —apby (19.20a)
dy = e PT + apb, (19.20b)

Puesto que b1 (T') — 1 cuando T' — oo entonces habra valores de do(T) — o > 1.
Y puesto que by(T") — oo cuando T' — oo entonces habrd valores de ¢4 (T") < 0.

Para los valores de los parametros escogidos en la Figura 18 puede apreciarse

1,75
que el periodo de muestreo debe caer aproximadamente en el intervalo [0, —].
p
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2
Incluso escogiendo valores de Kpp < %, es decir @ < 1 que hacen ds < 1,

siempre habrd algtn valor de T para el cual ¢}, < 0 ya que

A(T) =20 (1—e ")+ (2= apl) (1+e7P7) (19.21)

2
No obstante una vez escogido T' puede seleccionarse a < T para el célculo de
p

2

!
K,p = v y se cumplird que ¢, > 0. En la Figura 19 se muestran las curvas

p
de ¢4 (T) para diferentes valores de o de acuerdo con la expresién 19.21.

c/2 (T) a = 1,56262
a=1

a=0,75

4

Figura 19: Curvas de ¢, (7T) para diferentes valores de «

Una conclusién que debe sacarse es que si se hubiese sintonizado el con-
trolador Proporcional continuo, es decir seleccionado K, exclusivamente con
criterios de estabilidad, podria ocurrir que haciendo K,p = K, el sistema hibri-
ap?
K
escogiendo a < min(1, Aeritica) donde aeritica S€ Obtiene de hacer ¢, = 0 en la
expresion 19.21.

En resumen, escogiendo un valor cualquiera del periodo de muestreo 7', el sis-
tema hibrido es estable escogiendo un valor del pardmetro K,p del controlador
Proporcional tal que

do fuese inestable. Pero la estabilidad puede lograrse con K,p = K, =

2
«
0< K,p = % (19.22a)
0< < min(1, Qeritica) (19.22b)
2(1 4 e PT
(L+e™™) (19.22¢)

Qlcritica — pT(]. + epr) — 2(]_ — epr)

Este estudio se completaria con el anélisis del caso K < 0.
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B. Sistemas oscilatorios continuos y discretos

B.1. Sistema de segundo orden oscilatorio continuo

Consideremos el sistema de segundo orden continuo con entrada nula dado
por la ecuacion diferencial

i(t) + why(t) =0 (B.1)

con las condiciones iniciales [y(07),¥(07)] y wn, € R una constante positiva.
Aplicando la Transformada de Laplace se obtiene la ecuacién (ver la Tabla
2 de la Seccién 4 de la Parte I[1]),

y(07)s +9(07)

Y(s) = B.2
()= (B.2)
Esta relacion puede escribirse en la forma
0~ 1 1 (0~ 1 1
v (s) = 1) o }+y(. )[ _ (B.3)
2 §—jwn S+ jwn 2wy |8 —Jjwn S+ Jjwn
Aplicando la Transformada inversa de Laplace,
y(Oi) jwnt —Jwnt y(oi) jwnt —Jwnt
y(t):T[e] +e/ ]—|—2an[63 —e vt (B.4)
que puede escribirse en la forma
(0~
y(®) = 2O Gont) + 5(07) cos(ewnt) (B.5)

Wn

La salida dada por la ecuaciéon B.5 es oscilatoria sin amortiguaciéon por lo
que el sistema dado por la ecuacién diferencial B.1 es criticamente estable.
Podemos observar que los polos son imaginarios puros s = +jw,; estan en el
eje imaginario del plano complejo s.

Hemos demostrado también que

L {sin(wnt)} = 8;17’1}2 (B.6a)
L {cos(wnt)} = ﬁ (B.6b)

B.2. Sistema de segundo orden oscilatorio discreto

Consideremos ahora el sistema de segundo orden discreto con entrada nula
dado por la ecuacién en diferencias

y(k +2) — 2cos(w, T)y(k +1) + y(k) =0 (B.7)

con las condiciones iniciales [y(0),y(T)] y wn,T € R constantes positivas.
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Aplicando la Transformada Z se obtiene la ecuacién (ver la Tabla 1 de la
Seccién 4 de la Parte I[1)),

2 (y(0)(z — 2 cos(wnT)) + y(T))

Y(z) = B.8
(2) 22 — 2cos(w,T)z + 1 (B8)
El polinomio caracteristico puede escribirse en la forma

22 _ 2cos(wnT)z +1= (Z — 6jUJnT> (Z _ e_jUJnT) (B.9)

Por lo tanto podemos escribir la relacién B.8 en la forma

B az (1-a)z bz bz
Y(Z) - y( ) 2 — edwnT - ejwnT:| + y(T) |:Z — ejwnT - ¥ — e—dwnT
(B.10)
donde
_e_jwnT B 11
@7 9 sin(wnT) (B-11a)
1

=— B.11b
2j sin(w,T) ( )

Calculando Z7' {Y(2)} se obtiene la salida
y(k) = y(0) [aejkw"T +(1- a)efjk“’"T] +y(T)Hd [ejk“’"T - efjk‘*’"T] (B.12)

JwnT
Teniendo en cuenta que 1 —a = m,
y(0) j(k—1)w, T —j(k=Dw,T y(T) jkwn T —jkwnT
k)= ——~~2 |:_ J( Jwn J( Ywn i| JRWn L JRWn
*) = ey € te o sin(wnT) ¢ ¢ ]
(B.13)
que finalmente puede escribirse como
y(™) y(0) .
k) = ———sin(kw,T) — ———sin((k — 1)w, T B.14
V) = oy Sk T) = ZF (k= D) (B14)

Vemos que se obtiene una salida oscilatoria sin amortiguacién por lo que el
sistema discreto dado por la ecuacién en diferencias B.7 es criticamente estable.
Podemos observar que los polos z = et7“»T satisfacen la condicién de que su
modulo es la unidad, es decir que caen en la circunferencia unidad del plano
complejo z.

A partir de estos resultados pueden obtenerse las Transformada Z del seno
y del coseno,

Z {sin(kwn 1)} = —— ;szgz:gz — (B.15a)
Z {cos(kwnT)} = ZZZ_(ZQZOZ((’Z(WT”)Z ))+ - (B.15b)

70



C. Célculo de Z {L}
s?(s + p)

Consideremos la funcién de transferencia

- p
GO = 3 (C.1)

Podemos comprobar que G(s) puede escribirse en la forma

p 1 1 1

— + =+
s2(s +p) ps 52 p(s+p)

(C.2)

por lo que su Transformada Z es

P _ .z Tz z
z {52(3+p)}— -1 o0 T pememy (@3

Por lo tanto

2\ ) T e (4
donde
py— C LT (C.5a)
p
by — 1—(1 +ppT)epT (C.5D)
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