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20. Planteamiento de diseno de sistemas de con-
trol realimentado para el problema de se-
guimiento de senales de referencia. Carac-
teristicas del régimen permanente

El problema de seguimiento de una senal de referencia consiste en el estudio
del comportamiento del sistema realimentado en el régimen permanente, es decir
el estudio cuando ¢ — oo de la sefial de error e(t) ante diferentes senales de
referencia.

Para analizar este problema suele ser suficiente con utilizar el teorema del
valor final (ver Tablas 1 y 2 de la Seccién 4 de la Parte I[1]) para obtener el
error de régimen permanente e(co),

tllglo e(t) = lg% sL_{e(t)} (20.1a)
Jim e(k) = lim (1 - 2N Z {e(k)} (20.1Db)

Estos teoremas son solo vélidos cuando las sefiales e(t) y e(kT) son estables. En
caso contrario no pueden ser aplicados.

La senal de error se define como e(t) = r(t) — y(t) por lo que su funcién de
transferencia es

E(s)=(1—H(s)) R(s) (20.2a)

E(z)=(1-H(2)) R(2) (20.2b)
donde H(s) y H(z) son las funciones de transferencia de lazo cerrado continuo
y discreto respectivamente.

Podemos observar que el tipo de sistema de H(s), es decir el nimero de
polos en s = 0 que tenga H(s) tendrd mucha importancia para el problema de
seguimiento. Por ejemplo si H(s) = ——— entonces

s(s+p)

. s2+sp— K . —K

. _ . . 1
Si la senal de referencia es un escalén unidad R(s) = —, entonces el error de
s

régimen permanente sera infinito.

Si el sistema de control realimentado es de tipo cero H(s) = n entonces
STp
- K -K
e(00) = Tim s TP = Ry = tim P53 iy (20.4)
s—0 S+p s—0 p

. _ . , . 1
Si la senal de referencia es un escalén unidad R(s) = —, entonces el error de

- K
régimen permanente serd finito, e(co) = b .
p
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2008 + w2

Supongamos ahora que el sistema realimentado es H(s) = ————
pong q (s) S T

entonces

52 3

. . s
e(o0) = ili% st(S) = gli% OTnR(S) (20.5)

Si la senal de referencia es una escalén o una rampa el error de régimen

permanente serd nulo, pero si es una parébola serd finito e(o0) = —.
w

Estos ejemplos muestran que es imposible resolver el problema denseguimien—
to con error de régimen permanente nulo para cualquier senal de referencia.

El objetivo de diseno del controlador para la resolucién del problema de
seguimiento de un conjunto de senales de referncia concretos, consiste por lo
tanto en la obtencién de una funcién de transferencia de lazo cerrado adecuada.
En el dltimo ejemplo se ha visto que la seleccion de los ceros de la funciéon de
transferencia de lazo cerrado puede ser suficiente para resolver el problema de
seguimiento.

Cuando el error de régimen permanente no es nulo sino finito se plantea un
problema de diseno de la tolerancia v de la salida en el régimen permanente,
definida como un tanto por ciento por encima y por debajo del valor de la senal
de referencia. Cuando la salida se encuentra en el intervalo de tolerancia se
considera que se ha pasado del régimen transitorio al régimen permanente, y el
instante de tiempo en el cual sucede se denomina tiempo de establecimiento ¢;.

r®) one®[|u®)| K y(t)
TG+ ”

Figura 20: Controlador P para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

Consideremos el sistema de control de la Figura 20 que tiene un controlador
Proporcional, entonces

o s(stp) s
e(o0) = lim s R(s) = lim KR(S) (20.6)

s=0 s(s+p)+ K,K

Vemos que el error de régimen permanente para una senal de referencia

escalén es nulo, mientras que es finito para la sefial de referencia rampa e(o0) =
p

K,K’
Analicemos la tolerancia v del 2 %. Esto significa que el intervalo de toleran-
cia es I(t) = t+0,02 para la senal de referencia rampa. Puesto que e(t) = t—y(t),

entonces

I.] <0,02. En el ejemplo anterior se cumple que e(co) , por lo

T KK
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que en principio puede obtenerse la tolerancia deseada disenando adecuadamen-
te el parametro del controlador K. Cuando el error e(t) alcance el valor £0,02 y
no tome valores mayores a éste podra conocerse el tiempo de establecimiento ¢,.
El céalculo de t4 se considera parte del andlisis del comportamiento del sistema
de control en el régimen transitorio.

r() o elt) NS y(t)
% (4 ) e "

TIS

Figura 21: Controlador PI para un sistema continuo de segundo orden y tipo
uno

Si sustituimos el controlador P por uno Proporcional-Integral (PI) como se
muestra en la Figura 21 entonces

2 3
. 715%(5 + D) . TIDS

=1 R(s) =
(o) slg(lJST]s?(s +p) + K, K(11s + 1) () 550 K,K

R(s)  (20.7)

Vemos que el error de régimen permanente para senales de referencia escaléon

y rampa sgr;o nulos, mientras que para una senal de referencia parabdlica es finito
T

e(o0) = KK

Con estos dos ejemplos vemos de nuevo, que la seleccién de los ceros de lazo
cerrado son los responsables de la resolucion del problema de seguimiento. Con
el controlador P no hay ceros pero el término K,K coincide con el término
independiente del polinomio caracteristico. Con el controlador PI ocurre algo
similar. En este caso el numerador de H(s) es K, K (775 + 1), la parte de grado
uno del polinomio caracteristico.

El andlisis del caso discreto es idéntico, pero conviene analizar el caso hibrido
realizando una discretizacién del controlador PI.

El controlador PI continuo tiene la forma integral

1 t
u(t) = K (e(t) + —/ 6(T)d’7’> (20.8)
I Jo
En el Apéndice E se demuestra que la funcién de transferencia del Contro-
lador PI discretizado utilizando el método de discretizacion de Euler en atraso
es

Gprp(z) = ggz; - K, (1 + %Z - 1) (20.9)

En la Figura 22 se representa el esquema de bloques de un sistema control
realimentado hibrido con un controlador PI discretizado.
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r(k) _on (k) T o: N\ |uk) | Tee| x| v y(k)

Figura 22: Controlador PI discreto para un sistema continuo de segundo orden
y tipo uno

En la Figura 23 se muestra el sistema discretizado del sistema hibrido de la
Figura 22 (ver el Apéndice C de la Parte I11[3])

r(k) e(k) K, (1 T =z ) u(k)|  K(boz + by) y(li)

+‘r_1z—1 p(z —1)(z — e—PT)

Figura 23: Controlador PI discreto para un sistema continuo de segundo orden

-7 _ 1 T 1-(1 T)e ?T
y tipo uno discretizado donde by = e’ —1+pd y b = (L+pT)e
p

Obteniendo la funcién de transferencia de lazo cerrado Hp(z), puede verse
que
m1p(z — 1)%(2 — e7PT)
Tip(z — 1)2(z — e PT) + K, K (11(2 — 1) + Tz)(boz + b1)

1—Hp(z) = (20.10)

Por lo tanto el error de régimen permanente e(co) es

. CyTip(z = 1)1 — e 7T (2 = 1)3(1 —e7PT)

el0) = (== ) e o) 2 = M T e e oy )

(20.11)

Teniendo en cuenta que by + by = T(1 — e PT) esta expresién se puede
simplificar a

e(o0) = lim 771;0(2 —1)?

lim 7 R(2) (20.12)

Podemos comprobar que cuando la senal de referencia es un escaléon o una
rampa se obtiene un error de régimen permanente nulo, pero para una senal de
referencia parabdlica el error de régimen permanente es finito, como en el caso
continuo.

1
La senal de referencia rampa se define como k7T y la parabdlica como i(kT)2'
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Sus transformadas Z se describieron en la Seccién 4 de la Parte-I[1],

Z{kT} = (ziizl)Q (20.13a)
Z {;(k:T)Z} = W (20.13b)

Por lo tanto el error de régimen permanente a la senal de referencia parabdli-

ca es e(00) = que coincide con la del caso continuo.

KK
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21. Sistemas de segundo orden amortiguados

En el Apéndice D.1 se estudia el sistema continuo dado por la ecuacién
diferencial

() + 204(0) + wly(t) =0 | (21.1)

donde w,, € R es la frecuencia natural, o € R el coeficiente de atenuacién e
y(t) € R la salida del sistema continuo.

Para el andlisis de los sistemas de segundo orden conviene introducir el coe-
ficiente de amortiguamiento ¢ € R definido como

a = (wy, (21.2)

La solucién de la ecuacion diferencial 21.1 es

y(t) =e <%jg(o—) sinwat 4 y(07) cos wdt) (<1 (21.3a)

y(t) = <%ﬁ:y(0‘)> e 2t _ (—O‘Qy(o;)@j y(o—)> et (¢>1 (21.3b)

y(t) = y(07)e " + (yg)n*) + y(O’)> wnte” ! ¢=1 (21.3¢)
donde

wa = /o2 — a2 =W ( 1 42) (21.4a)

Ga = \/a? — w2 = wn ( - 1) (21.4b)

a1 = wn (c /e 1) (21.4c)

Qs = wn (g - J@j) (21.4d)

Al pardametro wy se le denomina frecuencia natural amortiguada.

Podemos observar que la soluciéon 21.3a representa una salida con un com-
portamiento oscilatorio amortiguado, y por esta razon se la denomina respuesta
subamortiguada. La solucién 21.3b sin embargo es similar a la de dos sistemas
de primer orden en serie por lo que se la denomina respuesta sobreamortiguada
y a la solucién 21.3c respuesta criticamente amortiguada.

Puede comprobarse que en la respuesta criticamente amortiguada el factor
te™* — 0 cuando t — oo, por lo que es estable como todos los demds casos, ya
que tienden al punto de equilibrio y(¢) = 0 cuando t — co.

Un caso interesante, que ya ha sido estudiado en la Seccién 17 de la Parte
III[3] es el que tiene un comportamiento oscilatorio sin amortiguacién. Esto
ocurre cuando o« = 0 o ¢ = 0, y el sistema es, como ya se vid, criticamente
estable.

En la Figura 24 se muestran algunas curvas solucién de la ecuacién 21.1 para
diferentes valores de (.
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/6 7 38 10 11 A2 13 14 15N\J6 wnt
-1
i y(07) =2
$(07) = 100
-3 wn, =35

Figura 24: Salida y(t) de un sistema de orden amortiguado

Otra manera de ver que se pueden dar todas estas situaciones es obteniendo
las raices de la ecuacion caracteristica de 21.1,

2+ 2as+w? =0 (21.5)

La raices son

s12=—afa?—-w?=w,(—(+tv(*-1) (21.6)

Por lo tanto el comportamiento oscilatorio amortiguado o respuesta subamor-
tiguada (¢ < 1) se produce cuando los polos de este sistema son complejos
conjugados, mientras que el comportamiento sobreamortiguado (¢ > 1) y criti-
camente amortiguado (¢ = 1) se producen cuando los polos son reales y distintos
o reales e iguales (orden de multiplicidad dos) respectivamente.

La ecuacién diferencial 21.1 tiene una discretizacién exacta como se demues-
tra en el Apéndice D.2, que conviene expresar de tres formas distintas, segun
que se trate del caso subamortiguado, o < w,, sobreamortiguado, a > w, o
criticamente amortiguado, o = w,,. Se obtienen las representaciones discretas

y(k +2) —2¢ T cos(waT)y(k + 1) + e > Ty(k) =0 (<1 (21.7a)
y(k +2) — 2¢ T cosh(@aT)y(k + 1) + e >*Ty(k) =0 ¢(>1 (21.7b)
yk+2) =2 Ty(k +1) +e > Ty(k) =0 ¢=1 | (21.7¢)

donde T € Rt es el periodo de muestreo, wy € RT la frecuencia natural

amortiguada (dada por 21.4a), wg € RT (dada por 21.4b) e y(kT') € R la salida
del sistema discreto.

En el Apéndice D.2 se demuestra que las soluciones de las ecuaciones 21.7

se obtienen haciendo t = kT en las expresiones 21.3. Haciendo t = T en 21.3a
se cumple la relaciéon

Y(T)wae®T — y(07)(wq cos wyT + asinwyT)

(07 =
9(07) sin wgT

(21.8)
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Cuando el periodo de muestreo es muy pequeno puede hacerse la aproxima-
cién coswyT ~ 1, sinwyT ~ wyT y €T ~ 1+ oT, resultando la relacién

(1) —y(07))(A +aT) _ y(T) —y(07)
T T

§(07) & (21.9)
Como vemos, esta situacién satisface la aproximacion de Euler de la derivada.

En la Tabla 6 se recogen las Transformadas de Laplace y Z de los tres casos
estudiados, que han sido demostradas en los Apéndices

Transformada £ Funcién causal (t = kT) Transformada Z
1 ot Te T2
—_— te ————3
(s 4+ @)? (z —e—aT)

(z -1+ aT)e_O‘T> z

1— at)e”
EETSE (1= at)e ety
—a1T _ _—ayT
Q2 — o1 e~ @1t _ g—asgt (e ° ) ?
(s +a1)(s + az) (z — e=1T) (z — e=22T)

T o ) (=17 e 27)]

s 7 age 2t _ e @1t
(s + a1)(s + a2) : ! (z— e 1T) (z — e—2T)
s+ a N (z —e T coswdT) z
at
e cos wgt
(s+a)? +w? 22 —2e— 2T cos(wyqT)z + e—2T
. wd = gin wat e T sin(wgT)z
(s+a)? +w? d 22 —2e—2T cos(wyqT)z + e 2T

Tabla 6: Transformadas £ y Z de las funciones de segundo orden amortiguadas
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22. Respuesta de los sistemas continuos de se-
gundo orden a una entrada escaléon. Carac-
teristicas del régimen transitorio

Para el estudio de la respuesta de un sistema de segundo orden a la entra-

da escalén unidad obtendremos la funcién de transferencia de los sistemas de
segundo orden en la primera forma candnica, a partir de la ecuacién diferencial,

‘ §(t) + 200 (t) + wiy(t) = whu(t) ‘ (22.1)

donde w, € RY es la frecuencia natural, « € RT el coeficiente de atenuacién,
u(t) € R la entrada e y(t) € R la salida del sistema continuo.

Aplicando la Transformada de Laplace se obtiene la funcién de transferencia
G1(s) que llamaremos primera forma candnica de los sistemas de segundo orden,

2

-t 22.2
$2 4+ 208 + w2 (22.2)

Gi(s) =

Cuando u(t) es un escalén unidad ro(t) se obtiene la salida

w2

n 22.3
s(8% + 2as + w?2) (22:3)

Y(s) =

Descomponiendo en fracciones simples, Y (s) queda en la forma

Y(s):l— s+ 2«

- 22.4
s 824+ 2as+ w2 (22:4)

La expresién del segundo miembro de la derecha fue estudiada en el Apéndice
D.1, ecuaciones D.6 y D.10, lo que permite obtener la respuesta (causal) al
escalén unidad de un sistema de segundo orden £~ {Y(s)},

y(t) = (1 _ oot (j sin wgt + cos wdt)> ro(t) (22.5)
d
donde wy = y/w2 — a2 cuando la respuesta es subamortiguada, wy = —j@4 con
Wqg = v/a? — w? cuando la respuesta es sobreamortiguada, y wg = 0 cuando la
respuesta es cricamente amortiguada.
Es habitual representar la respuesta al escalén en funcién del coeficiente de
amortiguamiento ¢ definido como a = (w,, como se muestra en las Figuras 25
y 26.
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y(t)

2_
L ¢=00
L =0,1
1,5_ C b
r =03
r ¢ =0,707
e c=10
r =20
05—
0’0:mH\w\w\w\w b b b b NGA o Lo
0,01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 wnt

Figura 25: Salida y(t) de un sistema de orden dos con entrada escalén unidad

y(t)
sub-amortiguado
2=
L criticamente-amortiguado =01
1,5 - Y
C ¢=10
r =20
; ~—
0,5 -_ \
r sobre-amortiguado
0.0
AT YUY K PUVEN AN EUTER PN IR SUUTE RN DUUTE P I I T ¢
001 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l 12 13 14 15 16 Wn

Figura 26: Salida y(t) de un sistema de orden dos con entrada escalén unidad:
clases de respuesta

La expresién 22.5 puede escribirse en la forma

y(t) = (1 - \/1;_—@6_005 cos(wgt — qS)) ro(t) (22.6)

donde

cosp =+/1—-¢? (22.7a)

sing = ¢ (22.7b)
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En el caso sobreamortiguado conviene escribir la respuesta al escalén 22.5
en la forma de exponenciales

a1 —aat a2 —at
t)=11—— 2 — ! t 22.8
)= (1= get s S e () (228)
donde
ap =a+ g (22.9a)
e = — @y (22.9b)

FEl caso criticamente amortiguado puede obtenerse calculando el limite cuan-
do wyg — 0 en la expresion 22.5

y(t) = (1 — (1 + wnt) e ") ro(t) (22.10)

") o e®[Jut)] K y(®)
8] I Tls(s+p) i

Figura 27: Controlador P para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 27 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control
realimentado con un controlador Proporcional donde el sistema a controlar es
de segundo orden y de tipo uno. La funcién de transferencia de lazo cerrado
H(s) coincide con la primera forma canénica de los sistemas de segundo orden
dada por 22.2
K, K

H(s)= ——F—F7—
() s2+ps+ K,K

(22.11)
Por lo tanto, la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento vienen
dados por

wn = KK (22.12a)
(=—2L (22.12b)

2 /K, K

Puesto que K, es un pardmetro de disenio es posible lograr una respuesta
de régimen transitorio tipica de los sistemas de segundo orden, aunque con un
solo parametro de diseno hay una dependencia entre la frecuencia natural y el

coeficiente de amortiguamiento (w,, = 3
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= CL] Py ] e y(®)

Figura 28: Controlador PD para un sistema continuo de segundo orden y tipo
uno

En la Figura 28 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control
realimentado con un controlador Proporcional-Derivativo (PD) ideal. La funcién
de transferencia de lazo cerrado H(s) tiene la forma

K,K(1+1ps)

H =
&) = S F ot K, Emn)s KK

(22.13)

Podemos ver que en este caso es posible elegir independientemente la frecuencia
natural y el coeficiente de amortiguamiento ya que se dispone de dos parametros
de disefio (K,,7p). Sin embargo el sistema de lazo cerrado no coincide con la
primera forma canénica G (s) de los sistemas de segundo orden porque tiene un
ceroen s = ——.
™D

La segunda forma canénica de los sistemas de segundo orden deriva de la

ecuacion diferencial,

) + 20(t) + WRy(t) = alt) | (22.14)

Su funcién de transferencia es Go(s),

s
= 22.15
Ga(s) $% 4 208 + w2 ( )
Cuando u(t) es un escalén unidad ro(t) se obtiene la salida
Y(s)= — 1 (22.16)
824 2as +w? '
por lo que la respuesta al escalén unidad es
1
y(t) = <eat Sinwdt) ro(t) (22.17)
wd

Podemos ver que la funcién de transferencia de lazo cerrado 22.13 del sistema
de control de la Figura 28 con un PD en el lazo directo, es una combinacion
lineal de las dos formas candnicas de los sistemas de segundo orden,

a—KpKTD

yt) =1—e ( sin wqt + cos wdt) t>0" (22.18)

Wwq
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donde

_pt+K,K7p
B 2
wi=K,K —a®>  Subamortiguado (22.19Db)

(0%

(22.19a)

Aunque no lo escribamos, también se producen respuestas sobreamortiguadas y
criticamente amortiguadas.

Por lo tanto, la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento vienen
dados por

wn = KK (22.20a)
K,K

¢ = P+ KpA7D (22.20b)
2 /KK

La introduccién del factor derivativo (22.13) aumenta el coeficiente de amor-
tiguamiento frente al caso de introducir un tdnico factor proporcional (22.11),
aunque la frecuencia natural sea la misma. Como consecuencia la atenuacion
aumenta haciendo disminuir la frecuencia natural amortiguada.

La conclusion mas importante que debe extraerse es que son los polos del
sistema los que condicionan el comportamiento de la salida de un sistema en
régimen transitorio. El diseno de controladores en los sistemas de control re-
alimentados, que modifiquen los polos de alguna forma, provocaran cambios en
la respuesta transitoria. En la Figura 29 se muestran dos caracteristicas funda-
mentales del régimen transitorio que deben utilizarse como especificaciones de
diseno de los controladores: el tiempo de establecimiento s y la sobreelongacion
méxima M.

y(t)

15

(3.357,1.37146)

Figura 29: Caracteristicas del régimen transitorio, con intervalo de tolerancia
del 4%

El tiempo de establecimiento t5 marca una frontera entre el régimen per-
manente practico y el régimen transitorio. Se define en relacién a un factor de
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tolerancia v con respecto a la senal de referencia, como se explicé en la Seccién
20. Dota de sentido préctico a la calidad del problema de seguimiento de una
senal de referencia.

La sobreelongacién méxima M), solo se define para respuestas subamorti-
guadas, y es muy importante para evitar la saturaciéon de la senal de control
(salida del controlador) ademds de que es una medida del consumo de la energia
de pico que se utiliza en el sistema de control realimentado. Por lo tanto debe
ser seleccionado cuidadosamente.

En los Apéndices H y I se demuestra que para el caso de sistemas de segundo
orden con una entrada escalén unidad, los valores de estas especificaciones de
disenio satisfacen las siguientes relaciones:

_ S ),
M,=e <v 1- CQ) (22.21a)

(22.21D)

donde v es la tolerancia.

23. Respuesta de los sistemas discretos de se-
gundo orden a una entrada escalon. Relacion
entre polos del plano s y 2

Consideremos el sistema discreto dado por la ecuacion en diferencias

y(k +2) — 2e= T cos(waT)y(k + 1) + e 2*Ty(k) = Bou(k + 1) + Byu(k)

(23.1)
donde
Bo=1-e¢°T coswyT — e~ sinwyT (23.2a)
wd
By =e 2T — 7T coswyT + ge_O‘T sinwgT (23.2b)
Wy

La funcién de transferencia de esta ecuacién en diferencias es la primera
forma canénica de los sistemas de segundo orden discretos GP(z),

Byz+ B
D 0 1
= 23.3
G1(2) 22 —2e=Tcos(wyT)z + e=2oT (23.3)

Por comodidad de notacién escribremos GP (2) en la forma

B()Z + B1

D _
gl (Z) o2 241z + Ay

(23.4)
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donde

Ay = e “Teos(wyT) (23.5a)
Ay = e 20T (23.5b)

Cuando u(k) es un escalén unidad 7 (k) se obtiene la salida

Z(B()Z —+ Bl)
Y(2) = 23.6
(Z) (Z— 1)(22 —2A12—|—A2) ( )
Descomponiendo en fracciones simples, Y (s) queda en la forma
. (z — e T coswyT + & e—aTgin wqT)z
Y(z) = - £d 23.7
(2) z—1 22 —2A,2z+ As ( )

La transformada Z~! {Y(2)} es la discretizacién exacta de la solucién de la
respuesta al escalén de los sistemas de segundo orden continuos expresados en
la primera forma canénica, dada por 22.5

y(k) = <1 — e kT <5 sinwgkT + cos w,ﬂcT)) ro(k) (23.8)
d
La segunda forma candnica de los sistemas de segundo orden discretos G (2)
es
Co(z—1)
D 0
= 23.9
Gz (2) 22 —2e=Tcos(wyT)z + e=2oT ( )
donde
1
Co = —e “TsinwyT (23.10)
Wd

Esta segunda forma canodnica deriva de la ecuacién en diferencias siguiente

y(k +2) — 2e T cos(waT)y(k + 1) + e 2*Ty(k) = Co(u(k + 1) — u(k))
(23.11)

Cuando la entrada es un escalén unidad se obtiene la salida

C()Z
22 —2e=Tcos(wyT)z + e=2oT

Y(z) = (23.12)

cuya Transformada Z inversa es la discretizacion exacta de la solucién de la
respuesta al escalén de los sistemas de segundo orden continuos expresados en
la segunda forma canénica, dada por 22.17

y(k) = <(jdeo‘kT sinwdkT) ro(k) (23.13)

90



Podemos observar que las formas candnicas discretas no resultan de calcular
la transformada Z de las formas canénicas continuas. Sin embargo si son la
transformada Z cuando se introduce un ZOH a su entrada, como se estudié en
la Seccién 15.1 de la Parte II[2]. Por esta razén al definirlas de esta manera se
obtienen discretizaciones exactas de la salida para una entrada escalon. Esto sig-
nifica que tanto el coeficiente de amortiguamiento ¢ como la frecuencia natural
wy, coinciden en los casos continuo y discreto.

Dada una funcién de transferencia discreta de segundo orden pueden ob-
tenerse los pardmetros de régimen transitorio ({,w,) teniendo en cuenta las
relaciones obtenidas anteriormente. Es decir, dado el polinomio caracteristico
discreto P(2) = 2% — 2k1z + ko se deberan cumplir las relaciones

k1 = e T cos(wyT) (23.14a)
ko = e 20T (23.14b)

Despejando « y wq se calcularia ({,w,,) del sistema discreto.

Puede comprobarse que las raices del polinomio caracteristico discreto P(z) =
22 — 2k1z + ko con las relaciones 23.14 son Z12 = e(_aijwd)T, es decir que sa-
tisfacen la relacién z = e*7. En la Figura 30 se muestra la relacién entre polos
en los planos complejos s y z. Cada rectangulo del plano s situado en la franja
principal se transforma en un sector circular del plano z centrado en el origen.

jw Jjwp

N|A

plano s plano z

ejwdT
fffffff * - - Pjwa
|
—al . o 1 oD
,,,,,,, N G
! Jwd
1 efjudT
|
|
|
|
|
I ™
I —j—=
T

(a) (b)

Figura 30: Polos en los planos complejos s y z
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24. DModificacion de las caracteristicas de régi-
men transitorio en los sistemas de control
realimentado hibridos

En la Seccién 22 se vié que al introducir un controlador PD ideal en el lazo
directo de un sistema realimentado para controlar un sistema de segundo orden
y tipo uno, se producia un aumento del coeficiente de amortiguamiento. Sin
embargo el sistema de lazo cerrado era de segundo orden, aunque de tipo cero.
De hecho la funcion de transferencia de lazo cerrado resulté ser una combinacion
lineal de las funciones de transferencia canoénicas de los sistemas de segundo
orden continuos.

r(t) e(t) K, (1+ 7ps) ’u(t)> S(inp) y(i)

Figura 31: Controlador PD para un sistema continuo de segundo orden y tipo
uno

La Figura 31 muestra este sistema continuo, y la Figura 32 un esquema que
garantiza que la discretizacién da lugar a una funcién de transferencia de lazo
cerrado discreta, que también es combinacion lineal de las formas candnicas de
los sistemas de segundo orden discretos, como se explico en la Seccién 23. Pero
esto es cierto cuando la entrada es un escaldn, r(t) = ro(t). Entonces 7(t) = ro(t)
en la Figura.

RCRARICN ey LAo¥ o 01 Py I . S B GRS

T

Figura 32: Controlador PD para un sistema continuo de segundo orden y tipo
uno muestreado

Pero este esquema de la Figura 32 es completamente distinto del sistema de
control realimentado hibrido que resulta de discretizar el controlador PD, como
vamos a ver a continuacién.

El controlador PD ideal continuo tiene la forma diferencial

u(t) = K, (e(t) + mpe(t)) (24.1)
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En el Apéndice F se demuestra que la funcién de transferencia del Contro-
lador PD ideal discretizado utilizando el método de discretizaciéon de Euler en
atraso es

Gpp,p(2) = gézg =Ky (1 + T?DZ ; 1) (24.2)

En la Figura 33 se representa el esquema de bloques de un sistema control
realimentado hibrido con un controlador PD discretizado.

r(k) o e(k) me-n\|uw | | x| ve y(k)
K”(”? z ) ’@_’s(sm) ° >

T

Figura 33: Controlador PD discreto para un sistema continuo de segundo orden
y tipo uno

En la Figura 34 se muestra el sistema discretizado del sistema hibrido de la
Figura 33 (ver el Apéndice C de la Parte I11[3])

r(k) e(k) K ( ™z — 1) u(k) K (boz + by) y(ﬁ)

1+ T =z p(z —1)(z — e~ PT)

Figura 34: Controlador PD discreto para un sistema continuo de segundo orden
e PT —1+4pT 1— (14 pT)e P
———y b= D

y tipo uno discretizado donde by =

La funcién de transferencia de lazo cerrado Hp(z) del sistema de control de
la Figura 34 es

K,K(tp(z — 1)+ Tz)(boz + b1)

Hp(z) = Tpz(z — 1)(z — e PT) + K, K (tp(z — 1) + T)(boz + b1)

(24.3)

Por lo tanto, la salida Y'(z) para una entrada escalén unidad es

K,K(tp(z — 1)+ Tz)(boz + b1)z
(z—=1)(Tpz(z —1)(z —ePT) + K, K(1p(2 — 1) + Tz)(boz + b1))
(24.4)
Podemos ver que se trata de un sistema discreto de tercer orden por lo que los
valores de las caracteristicas de régimen transitorio seran distintas del sistema
continuo de la Figura 31.
No obstante puede comprobarse, aplicando el teorema del valor final como
se estudia en la Seccion 20, que las propiedades de régimen permanente se

Y(z) =
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convervan: el error de régimen permanente a la senal de referencia escalén es
nulo en ambos y para la senal de referencia rampa es constante en ambos y de

valor e(oc0) =

Sl
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25. Ejemplo de diseno de controladores con es-
pecificaciones de régimen permanente, régi-
men transitorio y estabilidad de un sistema
de control realimentado

Ejemplo 25.1. Deseamos diseniar un controlador continuo para el sistema con-
tinuo

K
G(s) = SGrp) (25.1)

donde K,p € RT, que satisfaga las siguientes especificaciones, ademds de que el
sistema en lazo cerrado sea estable:

1. Que el error en régimen permanente a la senal de referencia parabdlica
1
r(t) = §t2 < KH con K € (0,00).

2. Que tenga un polo dominante en lazo cerrado p = —ot + jw™ (y su
complejo conjugado si wf #0).

La especificacion de régimen permanente puede analizarse aplicando el teo-
rema del valor final a la senal de error. Supondremos que e(t) es estable,
e(oc0) = lim s(1 — H(s))R(s) (25.2)
s—0
En primer lugar debe seleccionarse la estructura de control. Escogemos la
estructura de lazo directo, es decir que pretendemos disenar un controlador

G.(s) que se encuentre en el lazo directo del sistema realimentado. Por lo tanto
la funcién de transferencia de lazo cerrado H(s) tiene la forma

B KN.(s)
1) = G+ Do) + KAL) (25:)
donde
_ Nc(s)
G.(s) = Do(s) (25.4)
Por lo tanto
5(s +p)De(s) + KNc(s) .
De aqui que
e(o00) = lim MR(S) (25.6)

En segundo lugar disenaremos el controlador de tal manera que sea el mas
simple posible, pero que satisfaga la especificacion de régimen permanente.

Puesto que el error de régimen permanente debe ser nulo para las senales
de referencia escalén y rampa, pero debe ser menor que una constante prefijada
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KH para la sefal de referencia parabdlica, la expresién de la derecha de 25.6
debe contener un término en s en el numerador por lo que D, (s) deberd tener
la forma D.(s) = sD.(s) donde D.(0) # 0. Por lo tanto, el controlador més
simple es el caso en que D.(s) = s. De aqui que

— = _R(s) (25.7)

Por otro lado, puesto que D.(s) = s, entonces el numerador del controlador
N.(0) # 0 o en caso contrario habria una cancelacién de un cero y un polo s = 0
en el controlador. El caso mds simple es que N.(s) = K., por lo que

R(s) (25.8)

Ge(s) = — (25.9)

y el error en régimen permanente para la sefial de referencia parabdlica sera

__b
KK,

(25.10)

e(o0)

En consecuencia, suponiendo que K. > 0, dado K se debera cumplir que

p
KKH

K. > (25.11)

Hemos dado por supuesto que la senial de error es estable pero debe analizarse
la estabilidad en el sentido de Hurwitz del polinomio caracteristico. Esto puede
hacerse utilizando la Tabla de Routh para el polinomio P(s) = s(s + p)D.(s) +
KN.(s) =s*(s+p)+ KK. = s*+ps®> + KK,,

s3 1 0
52 p KK,
ol _KKc 0 (25.12)

p
sV KK, 0

Suponiendo que K. > 0 hay dos cambios de signo en la primera columna.
Si K. < 0 habra un cambio de signo por lo que en cualquier caso la eleccién de
un controlador I no satisface la especificacion de estabilidad, ademéas de que no
permite aplicar el teorema del valor final. Entonces se debe cambiar el contro-
lador seleccionado y rehacer todos los calculos. Elegiremos un Comtrolador PI.
En este caso lo tnico que debemos cambiar es el numerador del controlador,

Ky(rrs +1)
TIS

Ge(s) = (25.13)
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La expresién 25.7 quedara en la misma forma

3

e(o0) = lim

liny o R(s) (25.14)

K,
donde K, = —2.
TI
La condicién 25.11 seguira siendo valida.
La Tabla de Routh para el Controlador PI se debera construir para el polino-
mio caracterfstico P(s) = s?(s+p)+ KK.(rrs+1) = 3 +ps’ + KK, 1s+ KK,,

83 : 1 KKCTI

52 D KK,

ol KK .(pr—1) 0 (25.15)
' P

s0: KK, 0

Ahora ya es posible tener un sistema realimentado estable con K, > 0,
siempre que

1
> - (25.16)
p

Por el momento se ha logrado disenar un controlador PI que satisface la
especificacion de régimen permanente, ademas de que el sistema de control re-
alimentado sea estable. Nos queda por analizar la especificacién de régimen
transitorio.

Puesto que la especificacién de régimen transitorio se ha enunciado como un
problema de asignacién de un polo de lazo cerrado dominante, se debera cumplir
que este polo sea raiz de la ecuacién caracteristica, ademas de que sea dominante.
Supongamos que sea un polo complejo, entonces

P(s) = s* + ps? + KKcrys + KKe = (s +p1) (s + ™) + (w")?)  (25.17)

donde —p; es el polo real que no debe ser dominante, es decir p; > o¥.
Identificando términos de la misma potencia en 25.17 se obtienen las ecua-
ciones

p=20"+p (25.18a)
KK = (0)? + (w)? + 20" p; (25.18b)
KK, = ((c")? + (")) p (25.18¢)

Puesto que debe cumplirse que p; > o', puede analizarse este problema
suponiendo que el polo real no dominante es p; ~ p, entonces pueden obte-
nerse los pardmetros del controlador PI, (K, 7r) con facilidad. Concretamente,
sustituyendo la relacién 25.18c en 25.18b

(O'H)2+ (wH)Q +20Hp B 1 N 20_H
(@2 +Wh)2)p — p (07)2+ (wWH)?

T R (25.19)
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1
Como vemos 77 > —, por lo que se satisface la condicién de estabilidad dada
p
por 25.16.

El valor de K, deriva de la expresién 25.18c, y puesto que K, = ? entonces
T
P K

De acuerdo con la relacién 25.18a el valor de p; = p — 20, que siempre
serd menor que p. El problema que puede surgir es que el polo complejo de lazo
cerrado no sea suficientemente dominante o que el polo real p; sea inestable. Si
este fuese el caso deberia cambiarse el controlador PI por otro rehaciendo todos
los calculos. No obstante dejaremos este ejemplo resuelto en este punto, ya que

de esta manera ha quedado planteada una metodologia de diseno.
No obstante conviene observar que la especificacién de régimen permanente

(25.20)

viene dada por la desigualdad 25.11 K. > que de acuerdo con 25.18c

p
KKH’
implica que

((@0™)? + (")) pr > % (25.21)
e
Si se escogiese el valor p; & p se deberfa cumplir que ((o)? + (w#)?) K2 >
1, por lo que la eleccién del Controlador PI puede, en algunos casos, no resultar
adecuada.
El siguiente controlador que podria disenarse es un PID con un cero doble,
y si este controlador tampoco permitiese resolver el problema de satisfacciéon de

las especificaciones de disenio se elegiria un PID.

25.1. Comentarios al ejemplo: eleccién del polo dominante

Un problema préactico consiste en cémo asignar valores al polo dominante
—ofl + jwH del ejemplo de la seccién anterior 25.

Una idea es considerar que al elegir un tinico polo dominante complejo lo que
se esta haciendo es suponer que dominara la respuesta de régimen transitorio
de un sistema de segundo orden, aunque el sistema de lazo cerrado del ejemplo
con un controlador PI sea de tercer orden.

El polinomio caracteristico de un sistema de segundo orden en su forma
canonica estudiado en la Seccién 22 tiene la forma

Py(s) = 8% + 2Cwy, + w? (25.22)

El polinomio caracteristico del ejemplo con el controlador PI esta dado por
25.17
P(s) = (s +p1) ((s + o) + (W)?) (25.23)
La idea de diseno es que el sistema de lazo cerrado tendrda un comportamiento
de régimen transitorio a la senal de referencia escalén similar al de la forma
canonica, es decir

§2 + 2wn + w2 = (s + o) + (w)? (25.24)

98



Identificando términos

w? = (o) + (WH)? (25.25a)

Cwn =t (25.25b)
De aqui que wf = wy = wp+/1 — (2 represente la frecuencia natural amortigua-
da, y o la atenuacién de un sistema de segundo orden.

Podemos también suponer que al ser dominante el polo complejo se ob-
tendré una sobreelongacién méxima M, y un tiempo de establecimiento ¢, a la
senal de referencia escalén unidad similar al de los sistemas de segundo orden,
es decir que satisfaran las expresiones 22.21

_ <>W
M, =e <v 1-¢ (25.26a)
1
In{—
ty ~ (”) (25.26b)

’ Cwn

donde v es la tolerancia.
Podemos expresar My, y ts en funcién de la parte real e imaginaria del polo
complejo, que para v = 0,02 serfan

il
M,=e¢ wH" (25.27a)
4
b~ — 25.27h
- (25.27)

Con estos comentarios parece razonable admitir que la eleccion del polo
dominante es equivalente, aproximadamente a la eleccién de los valores de M, y
ts, aunque esto solo sea aproximadamente cierto si el polo real p; = p. En caso
contrario se observard el efecto de este polo en el comportamiento del sistema
de control realimentado del ejemplo anterior.

Supongamos que p = 40 y que se desea un tiempo de establecimiento 5 = 0,1
segundos. Entonces o = 40. De aqui que p; = —40, por lo que el sistema
realimentado serfa inestable. Pero si p = 120, entonces p1 = 40 = ¢, por lo
que el polo complejo no seria dominante. En ambos casos conviene rehacer todo
el calculo del ejemplo anterior estudiando otro tipo de controlador, como por
ejemplo un PID.
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D. Sistemas de segundo orden amortiguados con-
tinuos y discretos

D.1. Sistema de segundo orden amortiguado continuo

Consideremos el sistema de segundo orden continuo libre dado por la ecua-
cion diferencial
§i(t) + 2a9(t) + wiy(t) = 0 (D.1)

con las condiciones iniciales [y(07),5(07)] y o, w, € RT.
Aplicando la Transformada de Laplace se obtiene

(8% + 2as +w2)Y(s) = y(07)s +9(07) + 2ay(07) (D.2)
que puede escribirse en la forma

y(07)(s +2a) y(07)
(s+a1)(s+az) (s+ar)(s+am)

Y(s) = (D.3)

donde

a1 =at/a?—w? (D.4)

Podemos distinguir tres casos segiin que o < wy,, @ > w, 0 & = w, que analiza-
mos a continuacién por separado. Para caracterizarlos utilizaremos el coeficiente
de amortiguamiento ¢ donde o = (wy,.

D.1.1. Sistema de segundo orden subamortiguado: { <1
Cuando ¢ < 1 podemos hacer

a1 = a+ jwg (D.5a)
ag = o — jwq (D.5Db)

donde wqg = wpy/1 — (2.

De la relaciéon D.3 extraemos los factores de la derecha.
El primero puede escribirse en la forma de fracciones simples

s+ 2 1 o3 Q9
S _ (D.6)
(s+o1)(s+az2) 2jwg |s+az s+a]
El segundo puede escribirse en la forma de fracciones simples
1 1 7 1 1 ]
(s+o1)(s+az2) 2jwg |s+az s+a]
Por lo tanto calculando £~=! {Y'(s)}, se obtiene
y(O_) —aot —aqt y(o_) —aat —aqt
ﬁ — 20 _ V1l N 7 >3 _ 1t D-8
y(t) Sy (e age” ] 4 5w e e (D.8)
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que puede escribirse en la forma

Jjwat _ —jwat Jjwat _ p—jwat
_at 1€ [65)& —at® e

t) =y(0~ (0™ D.9
y(t) =y(07)e iy +9(07)e T (D.9)
Por fin puede escribirse en la forma trigonométrica
10~
y(t) = y(07)e (a sinwgt + cos wdt) + Me_at sin wgt (D.10)
wq wq
Podemos escribir la solucién D.10 en las componentes trigonométricas.
0~ (0~
y(t) = (ZMW) e sinwgt + y(07)e " coswat (D.11)
Wd

Teniendo en cuenta la independencia de y(0~) y de ¢(0~) puede hacerse
y(07) = 0 en las relaciones D.10 y D.3 y después y(0~) = 0 obteniendo

L_{e*sinwgt) = ——2 D.12
{e=**sinwgt} CEEE: ( a)
s+«
L_{e o tf = ——— D.12b
{e=** coswqt } GraZiwl ( )
D.1.2. Sistema de segundo orden sobreamortiguado: ( > 1
Cuando ¢ > 1
a] = o+ Qg (D.13a)
Qg = (0 — de (D13b)
donde wy = w,/C% — 1.
Observando que
Wq = —j(lld (D.14)

podemos utilizar las relaciones entre las funciones trigonométricas y las funcio-
nes hiperbdlicas:
sin jz = jsinhz (D.15a)
cos jx = coshz (D.15b)

Sustituyendo estas relaciones en D.10 se obtiene
y(07)

e “sinhagt  (D.16)
@q

y(t) = y(07)e (Ji: sinh gt + Coshd;dt> +

Este resultado conviene expresarlo en la forma de exponenciales, obteniéndolo
facilmente de las expresiones D.6 y D.7, junto con D.3

y(t) = (aly(o_)f y(o—)) et <a29(0_)~+ y(o-)) e~1t (D7)

de 2wd
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D.1.3. Sistema de segundo orden criticamente amortiguado: ¢ =1

Cuando ¢ = 1 se cumple que a = w, y que wg = 0.
Calculando el limite cuando wy — 0 en la ecuacién D.10

y(t) = lim {y(O)e‘*’"t (w" sinwgqt + coswdt> + Mef‘”"t sinwgqt
wa—0 Wy wq
(D.18)
resulta
N . i t o . sinwgt
t) = (07 )e =t ((w, lim % 4 07 )e et 1 D.19
() =507 )em (1 tim, S 1) s o)ent i, T (Daag
Aplicando la regla de L’Hopital,
y(t) = y(07) (wnt + 1) et + (07 )te ¥ (D.20)

En este caso, la ecuacion diferencial dada por D.1 puede escribirse en la
forma
Gi(t) + 2w,y (t) + wiry(t) =0 (D.21)

Aplicando la transformada de Laplace se obtiene
(5 +wn)?Y(s) =y(07)s +4(07) + 2w,y(07) (D.22)
La ecuacién D.20 puede escribirse en la forma
y(t) = (y(07 )wy + §(07)) te= <t + y(07 e~ (D.23)

Aplicando ahora la Transformada de Laplace a la ecuacion D.23 se obtiene

V() = (y0 Y+ 9(07) £ {te™} + (07— (D.24)
Comparando las expresiones D.22 y D.24 se obtiene
L_ {te '} = o (D.25)
(s 4 wn)?

D.2. Sistema de segundo orden amortiguado discreto

Consideremos el sistema de segundo orden discreto libre dado por la ecuacién
en diferencias

y(k +2) — 2¢" T cos(waT)y(k +1) + e 2*Ty(k) =0 (D.26)
con las condiciones iniciales [y(0),y(T)] y o, T € R* y wy € C.

Estudiraemos los casos en que wg € RT v wg = —jig con @wg € RT.
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Cuando wg = —jwg y teniendo en cuenta que cos(—jwyT") = cosh(wyT), la
ecuaciéon en diferencias D.26 puede escribirse en la forma

y(k +2) — 2T cosh(0T)y(k +1) + e 2*Ty(k) =0 (D.27)
Aplicando la Transformada Z a la ecuacién en diferencias D.26 se obtiene

(2% = 2¢7Tcos(wqT)z + e >*T)Y (2) = (y(0)z + y(T) — 2e~ T cos(waT)y(0)) 2

(D.28)
que puede escribirse en la forma
0) (z —2e—T T T
y(z) = WOz =2 cos(wal)) 2 y(1)z (D.29)
(z —eaT) (7 — e—2T) (z —eaT) (7 — e—2T)
donde
Q12 =axjwg=atwy (D.30)

Los factores de la derecha de la expresién D.29 pueden escribirse en la forma
de fracciones simples,

2 —2¢7°T coswyT _ 1 eIwaT _ e IwaT (D.31a)
(z —e~aT) (z —e=2T) ~ 2jsinwgT |z — e~ T 7z —e-c2T '
1 -1 1 1
= - D.31b
(z—eT)(z —e 22T)  2je=°T sinwgT L’ —e T z— e*a2T] ( )
Las expresiones para el caso wg = —jwg se obtienen de manera idéntica teniendo

en cuenta que sin jog7 = jsinh w7
Puede ahora obtenerse Z~! {Y(2)} de la expresién D.29

y( ) —kaT _: y(O) —kaT _;
1 < T — 2\ — Dw.T
o—aT g dT [6 blnkwd ] s dT [6 sSin (k‘ )wd }

Sustituyendo el desarrollo sin (k — 1)wyT = sin kwyT cos wygT —cos kwyT sinwy T,

y(k) =

T) — y(0)e=T cosw,T
y(k) = y(T) y(())e' COSWd~ ) g—kaT gy kwyT + y(0)e %7 cos kwyT
e~ T sin wyT
(D.33)

Comparando este resultado con la solucién continua dada por D.11, puede com-
probarse haciendo t =T que

Y(T)wae®T — y(07)(wa cos wyT + asinwyT)

y(07) = D.34
9(07) sin wqT' ( )

Cuando wy = —jwy se obtiene
J(07) = Y(T)@ae®T — y(07)(0g cosh 0T + asinh &g T) (D.35)

sinh @qT
Cuando wy = 0 puede obtenerse la anterior relacién calculando el limite
cuando wg — 0 en la expresion D.34,

y(T)e” —y(07)(A + oT)
T

y(0™) = (D.36)
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E. Discretizacion de un Controlador PI por el
método de Euler en atraso

El controlador PI continuo tiene la forma integral

1 t
u(t) = K, (e(t) + —/ 6(T)d7'> (E.1)
71 Jo
Derivando esta ecuacion se obtiene la ecuacién diferencial siguiente:
1
u(t) = K, <é(t) + e(t)) (E.2)

TI

Utilizando el método de discretizaciéon de Euler en atraso explicado en la
Seccién 15.2 de la Parte II[2], se obtiene la ecuacién en diferencias

u(k) —;(k -1 _K, <e(k) —;(k -1 N 7_116(143)) (E.3)
que puede escribirse en la forma
wk) =ulk—-1)+ K, ((1 + Z;) e(k) —e(k — 1)) (E4)

La funcién de transferencia del Controlador PI discretizado es,

GPI’D(Z):gEz;:KP (1+Z;Zil) (E5)

F. Discretizacion de un Controlador PD ideal
por el método de Euler en atraso
El controlador PD continuo ideal tiene la forma diferencial
ult) = K, (e(t) + mpé(t)) (F.1)

Utilizando el método de discretizaciéon de Euler en atraso explicado en la
Seccién 15.2 de la Parte I1[2], se obtiene la ecuacién en diferencias

™D
u(k) = Ky (e(k) + 72 (e(k) — e(k — 1)) (F.2)
que puede escribirse en la forma
_ D _™D ok _
u(k) = K, ((1 + 7 ) e(k) — e(k 1)) (F.3)
La funcién de transferencia del Controlador PD ideal discretizado es,
U(z) Dz —1
= =K, [1+-= F4
Groo(:) = 5ot = K, (14 257 ) (F.40)
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G. Discretizacion de un Controlador PID ideal
por el método de Euler en atraso

El controlador PID continuo tiene la forma integral

1 t
u(t) = K <e(t) + mpé(t) + T—/ e(T)dT> (G.1)
IJo
Derivando esta ecuacion se obtiene la ecuacion diferencial siguiente:
1
u(t) = K, (é(t) + 1pé(t) + Te(t)) (G.2)
1

Teniendo en cuenta que é(t) puede discretizarse por el método de Euler en
atraso explicado en la Seccién 15.2 de la Parte II[2] como

e(k) —e(k—1) e(k—1)—e(k—2)
8(t) ~ T - T (G.3)

la discretizacién del PID resulta en la siguiente ecuacion en diferencias
u(k) —u(k — 1) _ K, (e(k) —e(k—1) T e(k) —2e(k — 1) + e(k —2)

1
- - = + T—[e(k)) (G.4)

que puede escribirse en la forma

u(k) = u(k — 1) + K, ((1 + %D + T—TI) e(k) — (1 + QTTD) e(k— 1)+ %De(k - 2)) (G.5)

La funcién de transferencia del Controlador PID discretizado es,

U -1 T
GPID,D(Z) = Egz; :Kp <1+ T?Dz 2 + 7']Zi1> (G6)

H. Calculo de la sobreelongaciéon M, y tiempo
de pico ¢, de la respuesta subamortiguada al
escalon unidad de los sistemas de segundo
orden

La solucién subamortiguada tiene la forma

y(t) = (1 — 11_4260” cos(wgt — d))) ro(t) (H.1)
donde
a = Cwy (H.2a)
wg = wpy/1—C2 (H.2b)
cosp=+/1—C2 (H.2¢)
sing = ( (H.2d)
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Derivando con respecto al tiempo la expresién H.1 e igualando a cero se
obtienen los puntos de pendiente nula, y en particular el tiempo de pico ¢,

acos(wgt™ — @) + wasin(wqt™ — ¢) =0 (H.3)
De aqui que
tan(wgt™ — @) + tang =0 (H.4)
por lo que
wgt* = nm (H.5)
con n € Z.

El tiempo de pico ¢, se producird para n = 1, por lo cual
t, = (H.6)

Sustituyendo ¢, en la ecuacién H.1 se obtiene la sobreelongacién M, =1 —
y(tp),

- ) s

I. Calculo del tiempo de establecimeiento ¢, de
la respuesta subamortiguada al escaléon uni-
dad de los sistemas de segundo orden

Las envolventes de la curva y(t) son las curvas g(t) tangentes a ella por el
exterior,
~ O ot
gt) =14+ —e (I.1)
Wd
La diferencia entre las dos envolventes en el instante de tiempo de estable-
cimiento define aproximadamente el doble del margen de tolerancia v, por lo

que
¢ ¢

14 ————e ) — (1 - ———
e

e ) ~ 2v (1.2)

De aqui que

¢

t o (vﬂ)
°T (wn
De hecho ts es menor o igual que el valor del término de la derecha ya que los
puntos de la envolvente estdn en el exterior de la curva y(t). El valor exacto
cumple que |1 — y(ts)| = v.

Para una tolerancia del 2%, v = 0,02 suele definirse el tiempo de estableci-
miento como

(L3)

b 4
* 7w

(L4)

106



Este resultado sigue aproximadamente la férmula

"(3)

te &~
’ Cwn,
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