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1. Sistemas de control realimentado de dos grados de libertad: in-
troduccidn

‘ w(t)

Y

u(t t
G - N )

Figura 1.1: Sistema de dos entradas: w(t) y u(t)

En las siguientes secciones abordamos conjuntamente los problemas de supresién de la seiial de
perturbacién de entrada w(t) y de seguimiento de un conjunto de sefiales de referencia r(t) del
sistema de dos entradas, una de control u(t) y otra de perturbacién w(t), que se muestra en la
Figura 1.1.

En primer lugar, se introduce el concepto de Sistema de Control Realimentado de dos grados de
libertad, y se definen dos estructuras distintas, que llamaremos Prealimentada y Paralela.

En segundo lugar, se estudia un ejemplo en el que el sistema a controlar G(s) tiene la forma

K
GO = iy (1.1)

donde K >0y p>0.
Se resolverd el problema de supresién de una sefial de perturbacidn constante y de seguimiento
: . o A :
de sefiales de referencia hasta la pardbola incluida: r(t) € {Ag, A1t, ?Qtz}, seleccionando, de todas

las soluciones posibles, los controladores mas simples.



2. Estructuras de control realimentado

En la Figura 2.1 se muestra el esquema de bloques de la estructura general del Sistema de Control
Realimentado que vamos a estudiar en esta Seccién y las siguientes.

| w(?)
v

Tﬂ» Fi(s) —>® u(t) >{+% —>G(s) y(i)

I F2(S)

A

Figura 2.1: Estructura general del Sistema de Control Realimentado

La estructura de la Figura 2.1 satisface las siguientes relaciones,

U(s) = Fi(s)R(s) — Fa(s)Y (s) (2.1a)
Y(s) = (U(s) + W(s))G(s) (2.1b)

donde Fi(s)y Fy(s) representan los controladores.

En lo que sigue supondremos que el polinomio del numerador y el polinomio del denominador de
cada una de las funciones de transferencia G(s), Fi(s) y Fx(s) son coprimos, es decir que no tienen
factores comunes.

Sustituyendo 2.1a en 2.1b, y despejando Y'(s) se obtiene la relacién

_ F(s)G(s)
Y() = 5 B 00

G(s)

RS+ TR e)a0)

W(s) (2.2)

Denominaremos funciones de transferencia de lazo cerrado a Hy,(s) y Hy(s) donde

Hyrls) = 4 proicts (2.32)
'%“@:1+ES%@) (2.3b)
De esta manera se cumple el principio de superposicién de los sistemas lineales, es decir
Y(s) = Y;(s) + Yu(s) (2.4)
donde
Hy = };((j)) (2.5a)
Hy = }‘;;”((;) (2.5b)

Podemos observar que se cumple la siguiente relacién entre las funciones de transferencia de lazo
cerrado,

Hyr(s) = Fi(s) Hyw(s) (2.6)
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Figura 2.2: Principio de superposicién de la estructura de la Figura 2.1: (a) Con w(t) = 0 (b) Con
r(t) =0

En la Figura 2.2 se muestran los esquemas de bloques que explican el principio de superposicién.
Debe prestarse atencién al hecho de que u(t) # iy, (t)+ar (%), ya que si no fuese asi Y (s) = U(s)G(s),
lo cual es falso debido a la relacién 2.1b, Y'(s) = (U(s) + W (s))G(s).

No obstante, es posible aplicar el principio de superposicién a la sefial de control U(s) de tal
manera que

U(s) = Ur(s) + Uyl(s) (2.7)

Utilizando la relacién 2.1b, Y (s) = (U(s) + W (s))G(s), se cumplird que
Yi(s) = Un(s)G(5) (2.82)
Yu(s) = (Uun(s) + W(s))G(s) (2.8b)

Sustituyendo las expresiones 2.3 y despejando U,(s) y U,(s) se obtienen las funciones transferencia
de lazo cerrado de las sefiales de control

U (s) Fi(s)
Ho() = T =TT R)G0 (2.92)
~ Uw(s) F>(s)G(s)
Huwls) = 3005 = T B()Go) (2.96)

Diremos que el Sistema de Control Realimentado dado por las relaciones 2.3 es de dos grados
de libertad si Hy,(s) y Hyw(s) son funciones de transferencia independientes, en el sentido de que
puedan ser sintonizadas de manera independiente.

En el Apéndice B se demuestra que Fb(s) es una funcién de transferencia de un grado de
libertad, por lo que si Fi(s) es también una funcién de transferencia de un grado de libertad pero
independiente de Fy(s), entonces el Sistema de Control Realimentado serd de dos grados de libertad.
Esto es asi porque Hy,,(s) solo depende de Fi(s), mientras que H,,(s) depende de Fi(s) y de Fi(s).
Si Fi(s) y F»(s) no son independientes tampoco lo seran Hy,(s) y Hyy(s).

Si el Sistema de Control Realimentado es de dos grados de libertad sera posible obtener funciones
de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) y Hyw(s) que satisfagan especificaciones de disefio indepen-
dientes, y en consecuencia sea posible resolver conjuntamente los problemas de régimen permanente
de supresidn de la senal de perturbacién y de seguimiento de un conjunto de sefiales de referencia.

En la Figura 2.3 se muestran los esquemas de bloques de dos sistemas de control realimentado
de un grado de libertad obtenidos a partir de la estructura general, imponiendo restricciones a
Fi(s) y F»(s). Se obtiene una estructura con un controlador en el lazo directo haciendo Fi(s) =
F5(s) = G(s), y una estructura con un controlador en el lazo realimentado haciendo Fi(s) =1y
F5(s) = G.(s). Esto puede comprobarse sin mds que sustituir estos valores en la ecuacién 2.1a.
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Figura 2.3: Estructura de Control Realimentado de un grado de libertad: (a) Lazo Directo: F; =
Fy = G.(s) (b) Lazo Realimentado: F1 =1y F5(s) = G(s)

Haciendo
F3(S) = Fl(S) - FQ(S) (210)

se obtienen las estructuras de Control Realimentado Prealimentada y Paralela de dos grados de
libertad recogidas en la Tabla 2.1 y en la Figura 2.4.

Prealimentada Paralela

U(s) || Fa(s)E(s) + F3(s)R(s) | Fi(s)E(s) + F3(s)Y(s)

U(s) || Gaa(s)E(s) + Gea(s)R(s) | Ge1(s)E(s) — Gea(s)Y (s)

Fy (S) Gel (S) + GCQ(S) Gcl(S)

FQ(S) Gcl(S) Gel (8) + GCQ(S)

Tabla 2.1: Estructuras de Control Realimentado de dos grados de libertad, donde F3(s) = Fi(s) —
Fy(s)
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Figura 2.4: Estructuras de Control Realimentado de dos grados de libertad: (a) Estructura Paralela
(b) Estructura Prealimentada

2.1. Polos comunes de H,,.(s) y Hy,(s)

En este estudio consideraremos que los polinomios de los denominadores de Fi(s) y de F5(s) no
son coprimos sino que satisfacen la relacién

Dpy(s) = D, (s)Df, (s) (2.11)

donde D, (s) es un polinomio.
2
De esta manera logramos que los polinomios caracteristicos de Hy,(s) y Hy,(s) sean iguales, es
decir que ambas funciones de transferencia tengan los mismos polos de lazo cerrado:

P(s) = Dp,(s)D(s) + Ng,(s)N(s) (2.12)

Vamos a demostrar a continuacién que en el caso Prealimentado esto implica que el polinomio
del denominador del controlador G 2(s) sea la unidad, es decir que G.2(s) no tenga polos:

Dey(s) =1 (2.13)

Puesto que en el caso Prealimentado Fy(s) = Gci(s) entonces Dp,(s) = Dgi(s). Y como
Fi(s) = Ga(s) + Gea(s) entonces Dp, (s) = Dc1(s)Dea(s). Teniendo en cuenta la relacién 2.11,
Dr,(s) = D, () DF, (s),

Dp,(s) = Dcl(s)ch(s)D};2(s) = D.1(s) (2.14)
De aqui que
Des(s)(5) Dl (5) = 1 (2.15)
Esto solo puede cumplirse si
Des(s) = Dip,(s) = 1 (2.16)

como queriamos demostrar.

Puede comprobarse que en el caso Paralelo la igualdad 2.11 solo conduce a que DY, (s) = Dea(s),
por lo que en este caso el controlador G.2(s) puede tener, en general, polos y ceros para que los
polinomios caracteristicos de Hy,(s) y Hy.w(s) sean iguales.



3. Condiciones para la supresion de una senal de perturbacion cons-
tante

Consideremos el sistema de dos entradas, una de control u(t) y otra de perturbacién w(t) que

se muestra en la Figura 3.1 donde
K

G(s) = SGEp) (3.1)
con K >0yp>0.
w(t)
u(t) K y(t)
s(s + p) ]

Figura 3.1: Sistema de dos entradas

En esta Seccién estudiaremos las condiciones que se deben cumplir para resolver el problema de
supresion de una sefial de perturbacién constante, w(t) = W, cuando la estructura de control es un
sistema de dos grados de libertad Prealimentado o Paralelo.

Admitiendo que la salida parcial debida a la sefial de perturbacién, y,,(t), es una sefial estable,
puede utilizarse el teorema del valor final,

Y (00) = limn 5y, (5) WV (5) (32)

donde Hy,(s) viene dado por la expresién 2.3b,
_ Gl
14 Fy(s)G(s)

La resolucién del problema de supresién de w(t) constante supone analizar las condiciones bajo
las cuales se satisface la relacién

Hyw(s) (33)

lim KDr, (s)
s—=0 (s + p)Dp,(s) + KNg,(s)
donde N, (s) y Dg,(s) son los polinomios del numerador y denominador de F»(s) dado en la Tabla

2.1 seglin que la estructura sea Prealimentada o Paralela.

Para la estructura Prealimentada la relacién 3.4 puede escribirse como
. KDcl(S) . Dcl(s)
0 = lim = lim 3.5
5—0 S(S + p)Dcl (S) + KNCl(S) 5—0 Ncl(S) ( )

Como consecuencia se deberd cumplir que

0= il_I)I(l) Hyy(s) = (3.4)

Dey(s) = sDg (s) (3.6a)
Nei(0) # 0 (3.6b)

donde D’,(s) es un polinomio cualquiera.
Eligiendo el controlador mds simple se deberd cumplir que D’ (s) = 1.
Para la estructura Paralela la relacién 3.4 puede escribirse como

O _ hm KDCl(S)DCQ(S)
50 8(8 + p)De1(8)Dea(s) + K (Nei1(s)Dea(s) + Nea(s)Dei(s))

(3.7)
— lim D¢1(8)Dea(s)
s—0 Ngp (S)DCQ(S) + NCQ(S)Dcl (S)

Para esta estructura se pueden dar dos soluciones:



Dei(s) = sDqy(s) (3.8a)
Ne1(0) # 0 (3.8b)

donde D’,(s) es un polinomio cualquiera.

Eligiendo el controlador més simple se deberd cumplir que D’ (s) = 1.

b)

Dea(s) = sDiy(s) (3.9a)
Ne2(0) #0 (3.9b)

donde D/,(s) es un polinomio cualquiera.

Eligiendo el controlador més simple se deberd cumplir que D/,(s) = 1.

Debe observarse que las condiciones D.i(s) = sD.,(s) y Dea(s) = sD!5(s) no pueden darse
simultdneamente, ya que esto supone que los polinomios del numerador y denominador de H,,,(s)
no sean coprimos, en contra de lo que estamos imponiendo, sino que tendrian el factor comun s.

En conclusién, uno de los controladores del sistema de dos grados de libertad debe tener un
factor integral. En el caso Prealimentado debe ser necesariamente G (s).

Como consecuencia, el polinomio caracteristico P(s) comtn de Hy,,(s) y de Hy,(s) cumplird ne-
cesariamente que

P(0) #0 (3.10)

Veremos en la Seccién 4 la estructura Paralela con controlador PID-D, y se resolverd el problema
de seguimiento a la sefal de referencia parabdlica, teniendo en cuenta las condiciones de supresién
de una senal de perturbacién constante deducidas en esta Seccién. Se verd que la dnica solucién
posible es que sea el controlador G.1(s) el que deba tener un factor intergral.

En la Seccién 5 se estudia la estructura Prealimentada con controlador D|PID llegando a
conclusiones idénticas.

4. Sistema de control realimentado con PID-D

60k, (14 s+ ) u1<t>\® u(t) _x 10

uz(t)

K_T..s

P "D2

3

Figura 4.1: Esquema de control realimentado con PID-D

En la Figura 4.1 se muestra el esquema de control realimentado con un controlador PID-D, el cual
generaliza los sistemas de tercer orden con controladores PID y PI-D estudiados en [1]. Para 7,,, =0
se obtiene el sistema con controlador PI-D, y para 7,,, = 0 se obtiene el sistema con controlador
PID.

La funcidn de transferencia de lazo cerrado, con el PID-D ideal, tiene la forma

1
KKpr,, <s2 + 24 )
o1 TpiTI

Hprp-p(s) = (4.1)

- 1
s?(s+p)+ KKpTp <s2+f = >
™D TDTI



donde
™D =Ty, + Tp, (4.2)

En [1] se demostré que el sistema de control realimentado con controladores PID y PI-D solo
resuelve el problema de seguimiento para las sefiales de referencia escaldn y rampa. Vamos a ver,
a continuacién, que es posible resolver el problema de seguimiento a la pardbola con el controlador
PID-D.

La funcién de transferencia del error, H.(s) = 1 — H(s), tiene la forma

52 (s+p+ KKpt,,)

Hepip-p(s) = S 1 (4.3)
82(S+p)+KKP7’:D <82+~ = )
TD  TDTI
Podemos ver que si se cumple la condicién siguiente
p
KPTD2 == —? (44)

se resuelve el problema de seguimiento a la sefial de referencia parabdlica.
En este caso, las funciones de transferencia de lazo cerrado Hprp_p(s) y He7p1D_D(s) quedaran
en la forma,

1
KKprp, (52 +—+— >
Hpip-p(s) = bl . o 11 (4.5a)
s3+ KKpt,, <82+—|— >
o1 TpaTI
§3
He pip-p(s) = - . (4.5b)
s34+ KKpt,, (82++ )
Tp1 Tp1TI

Se ha supuesto que el polinomio caracteristico cumple que P(0) # 0, es decir, que el controlador
del lazo directo debe tener necesariamente un factor integral, ya que es una condicidn necesaria para
resolver el problema de supresién de una sefial de perturbacién constante estudiada en la Seccién 3.

Conviene observar que, la condicidn 4.4 resuelve el problema de satisfaccién de especificaciones de
disefio de régimen permanente mediante la técnica de asignacién de ceros a la funcién de transferencia
de lazo cerrado Hprp_p(s). Es decir que, llamando P(s) al polinomio caracteristico, se cumple que

Pl(s) . Pl(s)
P(s) s34 Pi(s)

Hp[D_D(S> = (46)

s 1
donde Py(s) = KKpT,, | s + — + .
. o1 TpiTI,
De esta manera la funcién de transferencia del error quedara en la forma dada por 4.5b, y como
consecuencia, al aplicar el teorema del valor final con una sefial de referencia parabdlica, se cumple

que
. 1
e(o0) = lim (S’HGJDID,D(S)—3 =0 (4.7)
s—0 S
En esta situacién el controlador PI-D no puede ser un caso particular del controlador PID-D, ya
que el sistema de control de lazo cerrado seria inestable. La inestabilidad del PI-D con la condicién

4.4 puede comprobarse construyendo la Tabla de Routh del polinomio caracteristico que se obtiene
haciendo 7,, =0,

KKp

TI

P(s) =53+ KKps+

(4.8)

10



83 : 1 KKP
) KKp
s €
TI

. (4.9)
oo | Kn (1- )

€TT
e KKp

TI

donde e >0y e — 0.

Puesto que € > 0y ¢ — 0 hay dos cambios de signo en la primera columna, por lo que la ecuacién
caracteristica P(s) = 0 tiene dos raices en el semiplano derecho.

El sistema de control de lazo cerrado con controlador PID-D con la condicién 4.4 es un sistema
de tercer orden cuyo polinomio caracteristico P(s) escribiremos en la forma

1
P(s) = 3+ KKpr,, (32 + 2 + ) (4.10)

Tp1 TpiTI

El polinomio caracteristico de grado tres 4.10 puede escribirse también en la forma,
P(s) = (s + ¢)(s* + 2Cwns + w?) (4.11)

donde ¢, ,w, € RT.

Los pardmetros del controlador del lazo directo {Kp,7,,,7r} pueden ser sustituidos por los
parametros {c, (,wy }, sin embargo nos interesara introducir los pardmetros de disefio 5y 32, definidos
de la siguiente forma:

p = Balwn (4.12a)
c = [Cwn (4.12b)

Identificando los polinomios 4.10 y 4.11, y teniendo en cuenta las definiciones dadas por 4.12,
puede comprobarse que los pardmetros {Kp,7,,,7r} del controlador del lazo directo del PID-D,
dependen de los parametros {(, 3, 52} de la siguiente forma,

#a)
KP = B%—K (4133)

Tp1 =
p(29+ )
Bac? (26 + Clz)
B Bp

(4.13¢)

TI

La funcién de transferencia de lazo cerrado con controlador PID-D con la condicién 4.4 pue-
de expresarse, cuando no hay polos miltiples, en la forma de descomposién en fracciones simples
siguiente,

_ 18 + T2 n 3
82+ 2wps+ w2 s+ BCwn

Hpip-p(s) (4.14)

donde 71,79, 73 € R, son funciones que dependen de {f,(,w,} con B, (,w, # 0, y vienen dadas por

11



1 2
con (1) + 5)
1
4 (@)
ro = 00 (4.15b)
3
3 = i)fgf (4.15¢)
donde Q(B) = B2 — 28 + 22
En [1] se demostré que si (:—1, % y :—3 son independientes de 3, entonces la sobreelongacién

mdaxima M), para una entrada escalén, también serd independiente de 3. Como este es el caso del
controlador PID-D con la condicién 4.4, entonces, para el disefio de este sistema de control sujeto a
especificaciones de régimen transitorio, puede seguirse el mismo procedimiento que el propuesto en
[1] para el disefio del sistema de control realimentado con controlador PI-D.

Por ultimo, puede demostrarse que el valor inicial de la derivada con respecto al tiempo de la
salida a la entrada escalén viene dada por la expresién

. 0+2
§(07) = Cwn (B+2) = p (4.16)
B2
Por lo tanto, y(0™) > 0.
y(t) =03
sl PID-D ¢ =0,707
B2 =0,5 C 1,0
B =&k
o=
0,5 -
|
U\“rl111l11llll111l11llll111l11lllllllllllllllllllllll
0 L5 2 25 3 35 4 45 5 pt

Figura 4.2: Salida PID-D con 52 =0,5y 8 = 3,5

(=03
PID-D ¢ = 0,707
Bo = 3.5 ¢ 1,0
B=0,5

| >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 pt

Figura 4.3: Salida PID-D con 52 =35y 8 =0,5

12



En las Figuras 4.2 y 4.3 se muestran las curvas de y(t¢) a la entrada escalén unidad, en funcién
de pt para diferentes valores de (, 3 y fs.

5. Sistema de control realimentado con D|PID

K, T vz (t)

P D2

S

r(t) 1 u1(t) u(t)| K y(t)
+ K, <1+TD18+;) + 55+ p)

Figura 5.1: Esquema de control realimentado con D|PID

Una estructura de control realimentado alternativa al PID-D es la que se muestra en la Figura
5.1, en la que hay un controlador de tipo PID en el lazo directo y un controlador de tipo D en el
lazo prealimentado. Utilizaremos la notacién D|PID para esta clase de estructuras.

La funcién de transferencia de lazo cerrado, con el D|PID ideal, tiene la forma

~ 1
KKPTD <82 + Ni = >
™D TDT]

Hp\prp(s) =

1
s% (s +p) + KKptp, <32+8+ )

Tp1 Tp1TI
donde
D =Ty, + Ty (5.2)

Con el controlador D|PID es posible resolver el problema de seguimiento a la sefial de referencia
parabdlica, como ocurre con el controlador PID-D.
La funcién de transferencia del error, H.(s) =1 — H(s), tiene la forma

s2(s+p— KKpTt,,)

H, piprp(s) = . 1 (5.3)
s?(s+p) + KKpt,, (52++ >
Tp1 Tp1TI
Haciendo
p
KPTD2 = ? (54)

las funciones de transferencia de lazo cerrado Hp|prp(s) y He piprp(s) quedardn en la forma,

1
ps® + KKpt,, (82+8+ )

o1 TpiTI

Hp\prp(s) = (5.5a)

s 1
s2(s+p)+ KKptp, <32++ )
To1 Tp1TI

$3

s 1

Tp1 Tp1TI

H, pipip(s) = (5.5b)

Se ha supuesto que el polinomio caracteristico cumple que P(0) # 0, es decir, que el controlador
del lazo directo debe tener necesariamente un factor integral, ya que es una condicidn necesaria para
resolver el problema de supresién de una sefial de perturbacién constante estudiada en la Seccién 3.
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El sistema de control de lazo cerrado con controlador D|PID con la condicién 5.4 es un sistema
de tercer orden cuyo polinomio caracteristico P(s) escribiremos en la forma

1
P(s)=s*+ (p+ KKprp,)s* + KKp (s+7_> (5.6)
T

El polinomio caracteristico de grado tres 5.6 puede escribirse también en la forma,
P(s) = (5 +¢)(s* + 2Cwps + w?) (5.7)

donde ¢, (,w, € RT.

Los pardmetros del controlador del lazo directo {Kp,7,,,7r} pueden ser sustituidos por los
parametros {c, (,wy }, sin embargo nos interesara introducir los pardmetros de disefio 5y 32, definidos
de la siguiente forma:

p = P2Cwn 5.8a)
¢ = [Cwn (5.8b)

Identificando los polinomios 5.6 y 5.7, y teniendo en cuenta las definiciones dadas por 5.8, puede
comprobarse que los parametros { Kp, 7,,,, 71} del controlador del lazo directo del D|PID, dependen
de los parametros {¢, 3, B2} de la siguiente forma,

R Caro)
P = T RBKE (5.9a)
S YCET YY) -
p(29+ )
Bac? (25 ; ;)
T = 5 (5.9¢)

La funcién de transferencia de lazo cerrado con controlador D|PID con la condicién 5.4 pue-
de expresarse, cuando no hay polos miiltiples, en la forma de descomposién en fracciones simples
siguiente,

B 718 + 79 n T3
824 20wps + w2 s+ Blwn

Hpprp(s) (5.10)

donde 71,79, 73 € R, son funciones que dependen de {f,(,w,} con B, (,w, # 0, y vienen dadas por

el
1

Y “ <§22(/3) 25) (5.11b)

rg = i;f;))” (5.11c)

donde Q(B) = 3% — 28 + <12

Las relaciones 5.11 son exactamente las mismas que las del sistema con PID-D dadas por 4.15,
por lo que la sobreelongacién mdxima M, para una entrada escalén, también serd independiente
de B2. Por lo tanto, para el disefio sujeto a especificaciones de régimen transitorio, del controlador
del lazo directo del D|PID con la condicién 5.4, se puede utilizar el mismo procedimiento que el
propuesto en [1] para el disefio del sistema de control realimentado con controlador PI-D.
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También se cumple que el valor inicial de la derivada con respecto al tiempo de la salida a la
entrada escaldn, sigue la misma expresién que con el controlador PID-D,

§O0H) = Cun (B+2) = 2 . 2 (5.12)

Por lo tanto, y(0™) > 0.

Puede comprobarse que p + KKp7,, = y(0T).

Por dltimo, vamos a demostrar que el controlador D|PI puede ser un caso particular del con-
trolador D|PID si se cumple la condicién de que pr; > 1. Para ello se analizan las condiciones de
estabilidad del D|P1I con la condicién 5.4 construyendo la Tabla de Routh del polinomio caracteristico
que se obtiene haciendo 7, =0,

KKp

P(s) =83+ ps®* + KKps + = (5.13)
T
83: 1 KKP
2. KKp
s%: P -
. (5.14)
s || KK (1 - )
b1
sY: KKp
I

Sipr1 <1y Kp > 0 se producen dos cambios de signo en la primera columna, por lo que la
ecuacion caracteristica P(s) = 0 tendrd dos raices en el semiplano derecho.

El caso pr; = 1 es estable si Kp > 0, ya que en la Tabla de Routh no hay cambios de signo en
la primera columna,

$3 1 KKp
52 P pKKp
(5.15)
st €
s || pKKp

donde € > 0.
Sin embargo pr; = 1 no puede darse, ya que de acuerdo con la relacién 5.9b el controlador D|PI
se obtiene como un caso particular del D|PID haciendo 32 = ( + 2. Haciendo pr; = 1 en 5.9¢

se cumple la relacién B2 + 253 + a = 0, que tiene soluciones de # < 0. Puede verse también, de
2

la relacion 5.9a que Kp = —% < 0, por lo que el sistema con controlador D|PI y pr; = 1 seria

inestable.

6. Salida parcial y,,(t) a la seiial de entrada de perturbacién constante

w(t) aw(t] K Yu (t)
s(s +p) ]

Fz(S)

Figura 6.1: Esquema de bloques del sistema de dos grados de libertad con entrada de perturbacién
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En la Figura 6.1 se muestra el esquema de bloques del sistema de dos grados de libertad con la
entrada de la sefial de perturbacién, obtenida siguiendo el principio de superposicién que se muestra
en la Figura 2.2.

La funcién de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) tiene la forma

K

Hyl®) = G+ BOE

(6.1)

donde Fy(s) = G.1(s) para la estructura Prealimentada y Fh(s) = Gc1(s)+Gea(s) para la estructura
Paralela.

Se estudia, en esta Seccidn, la salida parcial y,,(t) de las estructuras de Control Realimentado
Prealimentada y Paralela de dos grados de libertad recogidas en la Tabla 2.1 cuando la sefal de
perturbacién es constante, es decir, para w(t) = W

Las funciones de transferencia de lazo cerrado con los controladores de tipo PID-D para la
estructura Paralela y de tipo D|PID para la estructura Prealimentada, cuando se imponen las
condiciones de supresién de la sefial de perturbacidén constante estudiadas en la Seccién 3, son las
siguientes,

Ks

HywpiD-D(s) = . 1 (6.2a)
s&+KKp%1G2++ >
Tp1 Tp1TI
Ks
Hyw,D|PID(S) = s 1 (62b)
s3 + ps? + KKp7p, <s3—|—+ )
Tp1 Tp1TI
Por lo tanto, Yy, (s) = Hyw(s)W (s) cuando w(t) = W, tiene la forma,
KW
Yw,pip-p(s) = 1 (6.3a)
s3 +KKPTD182 +KKP <S+ >
I
KW
Yuw,pip1p(s) = 1 (6.3b)
3+ (p+ KKpr1,,)s>+ KKp (s + T)
1

En el Apéndice C se demuestra que, para ambas estructuras, la salida debida a la sefial de entrada
de perturbacién constante, satisface la relacion siguiente:

gt (77— (o (VT asin (o TED)) <t | (o
Yu(t) = ;gg/(%g) (eiﬁ(w”t — g Cunt (COSh (wn -1 t) + a1 sinh (wn ¢ = U))) (>1 (6.4b)
KO (et = emnt (14 (1 = B (=1 (649
donde
(1-p)¢
a = 17_4_2 (6'53)
(1-5)¢
ap = ? (65b)
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p
Yuw(t)
KwW (=03
0,035 Perturbacion ¢ = 0,707
0,03 P2 =05 ¢ =10
=35
0,025 6\ (=20
0,02
0,015
0,01
0,005
0 , | L | t
0 05 15 T35 3 35 1 15 5 p
~0,005
Figura 6.2: Salida Perturbacion con 85 =05y 8 =3,5
2
p
t
ww v (=03
9 Perturbacion ¢ =0,707
8 ¢=1,0
7 =20
6
5
4
3
2
1
LU= AN Y N o e e ] P e S B
0‘2468101214161820222426283032 pt

Figura 6.3: Salida Perturbacion con 85 =35y 8 =0,5

2

En las Fi 2y 6. I T
n las Figuras 6.2 y 6.3 se muestran las curvas de o Y

valores de (, B y [o.

(t) en funcién de pt para diferentes
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Apéndices



A. Lema de los polinomios coprimos o identidad de Bézout

La identidad de Bézout se refiere a nimeros enteros, y dice que dados dos nidmeros enteros
cualesquiera a y b cuyo maximo comdn divisor es d, entonces existen dos nimeros enteros x e y
coprimos (no tienen factores comunes), tales que axz + by = d. Si a y b son ndmeros primos entonces
d=1.

El siguiente Lema es una generalizacién de esta identidad para polinomios.

Lema de los polinomios coprimos: Se cumple que los polinomios N(s) y D(s) de grados m
y n > m respectivamente son coprimos sii existen los polinomios coprimos A(s) y B(s) de grados
na <nymp < m respectivamente tales que

A(s)N(s) + B(s)D(s) = 1 (A.1)

También se cumple que si N(s) y D(s) son polinomios coprimos, entonces los polinomios A(s) y
B(s) son dnicos.

Por ejemplo, como D(s) = s> +3s+2 = (s+1)(s+2) y N(s) = s+ 1 no son coprimos, no se
puede encontrar ningin polinomio A(s) y B(s) que cumpla la identidad de Bézout, ya que siempre
se cumple que (s + 1)(A(s) + (s +2)B(s)) # 1.

Pero si D(s) = s> +35+2 = (s+1)(s+2) y N(s) = s+4, escogiendo los polinomios genéricos
A(s) y B(s) de grados n4 < ny np < m entonces

B(s)=¢ (A.2a)
A(s)=as+b (A.2b)
1=A(s)(s+4) + B(s)(s* + 35+ 2) = (a4 ¢)s> + (4a + b+ 3¢)s + (4b + 2¢) (A.2c)

Obtenemos un sistema de ecuaciones lineales

a+c=0 (A.3a)
4da4+b+3c=0 (A.3b)
b+2c=1 (A.3c)
cuya solucién es (nica y dada por
1
=b=—-a== A4
c a=c (A.4)

El Lema nos asegura que los polinomios N(s) y D(s) son coprimos, ya que A(s)N(s) +
B(s)D(s) =1, para los polinomios

A(s) = —és + é (A.5a)
B(s) = = (A.5b)

También ha quedado demostrado en este ejemplo que A(s) y B(s) son tnicos.

B. Estructuras de un grado de libertad

Consideremos un sistema realimentado de un tnico controlador de funcién de transferencia G,(s),

N(s)

G = B.1
C(S) DC(S) ( )
donde los polinomios N.(s) y D.(s) son coprimos y de grados m, y n. respectivamente.
Consideremos el sistema a controlar de funcién de transferencia G(s),
N(s)
G(s) = B.2
5= 50 (82)

donde los polinomios N(s) y D(s) son coprimos y de grados m y n > m respectivamente.
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Sean A(s) y B(s) los polinomios de Bézout de N(s) y D(s) del Lema de polinomios coprimos
enunciado en el Apéndice A, es decir

A(s)N(s)+ B(s)D(s) =1 (B.3)

Independientemente de qué estructura de control se tenga (el controlador en el lazo directo o en el
lazo realimentado), el polinomio caracteristico P(s) tiene la forma

P(s) = D.(s)D(s) + N.(s)N(s) (B.4)
Multipliquemos la identidad de Bézout por P(s),

P(s) = P(s)A(s)N(s) + P(s)B(s)D(s) (B.5)

0= (P(s)A(s) — Nc(s))N(s) + (P(s)B(s) — D¢(s))D(s) (B.6)

Como consecuencia se cumplird que para cualquier polinomio Q(s),

P(s)A(s) — No(s) = Q(s)D(s) (B.7a)

P(s)B(s) = Dc(s) = —Q(s)N(s) (B.7b)
De aqui se deduce que

N.(s) = P(s)A(s) — Q(s) D(s) (B.8a)

D.(s) = P(s)B(s) + Q(s)N(s) (B.8b)

_ A(s) — M(s)D(s)
Gels) = Bo)F M(s)N(s) (B.9)
donde
Q)
M(s) = Ps) (B.10)

Si consideramos que el polinomio caracteristico P(s) es conocido (y estable en el sentido de Hurwitz),
y puesto que también son conocidos los polinomios N (s) y D(s),y A(s)y B(s) son polinomios tnicos
que se pueden obtener resolviendo la identidad de Bézout, la funcién de transferencia del controlador
dependerd exclusivamente del polinomio Q(s). El polinomio Q(s) puede ser cualquiera. Este es el
sentido que daremos al concepto de grado de libertad de una funcién de transferencia.
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r(t) ol % el L v®

(a)
| w(t)
(1) u(?) :% ol v
G:(s)|«
(b)

Figura B.1: Estructura de Control Realimentado de un grado de libertad: (a) Lazo directo, (b) Lazo
realimentado

Podemos ver que las funciones de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) y Hyw(s) de la Figura
B.1 son de un grado de libertad dependientes del mismo polinomio Q(s). En este sentido diremos
que la estructura del sistema de control realimentado es de un grado de libertad.

Si el controlador est3 situado en el lazo directo,

Hyr(s) = "3 = (A9 - DN (B.11a)

Hyu(s) = D‘E(;)(g(s) — (B(s) + M(s)N(s))N(s) (B.11b)
y si el controlador estd situado en el lazo realimentado

Hy(9) = P = (B6) + MEIN )N G) (B.12a)

Hyul) = P55 = (B(5) 4 MIN )N G) (B.12b)

Puesto que H. = 1 — Hy,, entonces la funcién de transferencia del error también sera de un
grado de libertad.

Ademds, por la eleccién que se ha hecho de P(s) todas las funciones de transferencia de lazo
cerrado serdn estables y en consecuencia el sistema realimentado serd estable para cualquier polinomio
Q(s) que se escoja.
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C. Respuesta a la seinal de entrada de perturbacion constante

Consideremos que la salida Y, (s) a la sefial de perturbacién constante w(t) = W tiene la forma
siguiente

KW
(5 + BCwn) (8% + 2¢wns + w2)

Yo (s) = (C.1)

La relacién C.1 puede escribirse en la forma de descomposidn en fracciones simples siguiente,

r1S+ 12 T3
Y(s) =KW C2
(s) (82 + 2Cwns + w2 L 5(wn> (C2)

donde r1, 73,73 € R, son funciones que dependen de {3, (,w,} con 3,(,w, # 0, y vienen dadas por

1
"= T EaQ0) (C.32)
__bB=2
7 W) (e
1
BT S2Q0) (€39

donde Q(B) = B? — 28 + ClQ

Puede comprobarse que se cumplen las siguientes relaciones

ri+13=0 (C.4a)
ro 4+ 13(2 — B)(wn =0 (C.4b)

Por lo tanto la salida Y,,(s) dada por C.2 puede escribirse como

KW s+ (2 — B)¢wn 1
Yuls) = _Czw%Q(ﬂ) <82 + 2Cwns + w? s+ Bﬁwn> (C.5)
La relacién C.5 puede escribirse en la forma,
KW 5 + (wn (1= B)¢wn 1
Yuls) = _Czw%Q(ﬁ) <s2 + 2Cwps + w2 8%+ 20wps + w2 s+ BCwn> (C.6)
Aplicando la Transformada de Laplace Inversa en el caso ¢ < 1,
K 1-—
Yu(t) = Czw,%g/(ﬁ) (e—ﬁCwnt _ o —Cwnt (coswdt + (\/% sin wdt>> (C.7)
donde wy = wp/1 — 2.
Para ¢ > 1,
K —
yw(t) — Mg/(ﬁ) (eﬁfwnt — ¢~ Cwnt <Coshadt + (\;% sinh@ﬂ)) (CS)
donde Wy = wp+/C2 — 1.
Para ( =1,
_ KW —Bwnt _ —wnt _
polt) = g (@ e (14 (1= Bont)) (C.9)
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