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1. Respuesta de los sistemas continuos de segundo orden a una en-
trada escalon unidad
Para el estudio de la respuesta de un sistema de segundo orden a la entrada escalén unidad

obtendremos la funcién de transferencia de los sistemas de segundo orden en la primera forma
canodnica, a partir de la ecuacién diferencial,

§(t) + 2a9(t) + wpy(t) = whult) (1.1)

donde w, € R* es la frecuencia natural, a € R* el coeficiente de atenuacién, u(t) € R la entrada
e y(t) € R la salida del sistema continuo.

Aplicando la Transformada de Laplace se obtiene la funcién de transferencia Gi(s) que llamaremos
primera forma candnica de los sistemas de segundo orden,

2

s2 +2as + w2 (1.2)

Gi(s) =

Cuando u(t) es un escalén unidad ro(t) se obtiene la salida, bajo condiciones iniciales nulas,

w2

Yis) = s(s? + 20?3 + w?) (1.3)

Descomponiendo en fracciones simples, Y (s) queda en la forma

1 s+ 2a

Y(s)=-— - S
(s) s s$242as+w?

(1.4)
En el Apéndice A, ecuaciones A.9 y A.12, se estudia la expresién del segundo miembro de
la derecha obteniendo la respuesta (causal) al escalén unidad de un sistema de segundo orden

LZH{Y ()},
y(t) = (1 — o <O‘ sinwgt + cos wdt>> ro(t) (1.5)

Wq
donde wy = /w2 — & cuando la respuesta es subamortiguada, wy = —jwg con Wy = /a? — w2
cuando la respuesta es sobreamortiguada, y wy = 0 cuando la respuesta es criticamente amortiguada.
Es habitual representar la respuesta al escalén para diversos valores del coeficiente de amorti-
guamiento ¢ definido como a = (w, como se muestra en las Figuras 1.1 y 1.2. Se produce una
respuesta subamortiguada cuando ( < 1, una respuesta sobreamortiguada cuando ¢ > 1 y una
respuesta criticamente amortiguada cuando ¢ = 1.

y(t)
2
=00
=01
¢ =0,707
¢=1,0
8 9 10 11 12 13 14 15 16 wnt

Figura 1.1: Salida y(t) de un sistema de orden dos en su primera forma candnica con entrada escalén
unidad



sub-amortiguado
2 \
C criticamente-amortiguado =01
15 ,
[ (=10
T (=20
0.,0; .
C sobre-amortiguado
_ O
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 wnt

Figura 1.2: Salida y(t) de un sistema de orden dos en su primera forma candnica con entrada escal6n
unidad: clases de respuesta

La expresidon 1.5 puede escribirse en la forma

y(t) = (1 - \/11_7(26_005 sin(wgt + goo)) ro(t) (1.6)

donde

singpg = /1 —¢? (1.7a)

cos o = ¢ (1.7b)

En el caso sobreamortiguado conviene escribir la respuesta al escalén 1.5 en la forma de exponen-
ciales, teniendo en cuenta que las funciones trigonométricas de argumentos complejos son funciones
hiperbdlicas,

A1 ot a2 gt
t)y=[(1— —e ™2 — ! t 1.
)= (1 et 2ot} ) (18)
donde
a1 =+ Qg (1.9a)
a9 = X — (Z)d (19b)

El caso criticamente amortiguado puede obtenerse calculando el limite cuando wy — 0 en la
expresion 1.5
y(t) = (1 = (1 + wyt) ef“’"t) ro(t) (1.10)

La segunda forma candnica de los sistemas de segundo orden deriva de la ecuacién diferencial,

§(t) + 2a9(t) + wpy(t) = wat(t) (1.11)

Su funcién de transferencia es Ga(s),

WnS
= > 1.12
Ga(s) s2 + 2as + w2 ( )
Cuando u(t) es un escalén unidad ry(t) se obtiene la salida
Y(s) = Wrn (1.13)

s2 + 2as + w2

por lo que la respuesta al escalén unidad es

y(#) = <\/11_igzeat sinwdt> ro(t) (1.14)
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En la Figura 1.3 se muestran las respuestas al escalén unidad variando el coeficiente de amorti-
guamiento ¢ para un sistema de orden dos en su segunda forma candnica.

y(t) (=00

¢ =0,707

C=10

Figura 1.3: Salida y(t) de un sistema de orden dos en su segunda forma candnica con entrada escalén
unidad

Cuando los polos son reales conviene expresar la respuesta al escalén en forma de exponenciales,
y(t) = b (e_o‘275 — e_o‘lt) ro(t) (1.15)
2¢/¢2 -1

donde a1, ao vienen dados por las relaciones 1.9.
Por ultimo, la respuesta al escalén para el caso ( = 1 viene dado por

y(t) = (wnpte™") ro(t) (1.16)

2. Caracteristicas de régimen transitorio de los sistemas continuos
de segundo orden

En la Figura 2.1 se muestran dos caracteristicas fundamentales del régimen transitorio que deben
utilizarse como especificaciones de disefio de los controladores: el tiempo de establecimiento ¢, y la
sobreelongacién maxima M),

También se muestran en la Figura 2.1 otras caracteristicas que pueden resultar ttiles, como el
tiempo de pico t, y el tiempo de subida ¢,.

y(t)

150

(3.357,1.371)

Figura 2.1: Caracteristicas del régimen transitorio, con intervalo de tolerancia del 4 %

El tiempo de establecimiento t; marca una frontera entre el régimen permanente practico y
el régimen transitorio. Se define en relacién a un factor de tolerancia v con respecto a la sefial



de referencia. Dota de sentido practico a la calidad del problema de seguimiento de una sefial de

referencia.

La sobreelongacién maxima M, solo tiene sentido para respuestas subamortiguadas, y es muy
importante para evitar la saturacién de la sefial de control (salida del controlador). Por lo tanto debe

ser seleccionado cuidadosamente.

En los Apéndices C y D se demuestra que para el caso de sistemas de segundo orden en su
primera forma candnica con una entrada escalén unidad, los valores de estas especificaciones de
disefio satisfacen las siguientes relaciones:

donde v es la tolerancia, y

t o T
P Wy
™ — ®o
=%
Wa

sin g = /1 — (2

cos g = ¢



3. Ejemplos de sistemas de control realimentado de segundo orden:
controladores P, P-D y PD

En esta Seccidén se va a obtener la funcidén de transferencia de lazo cerrado de un sistema de
control realimentado de un sistema de orden dos, orden relativo dos y tipo uno, con controladores
P, PD y P-D. La funcién de transferencia del sistema a controlar la escribiremos en la forma

G(s) = K
s(s+p)

donde K,p € R son pardmetros constantes y positivos del sistema.

Veremos que, en todos los casos, la funcidén de transferencia de lazo cerrado es un sistema de
orden dos y tipo cero. Con los controladores P y P-D el orden relativo es dos, mientras que con el
controlador PD, el orden relativo es la unidad. Por lo tanto, con los controladores P y P-D la funcién
de transferencia de lazo cerrado se corresponde con la primera forma candnica de los sistemas de
segundo orden, mientras que con el controlador PD, veremos que la funcién de transferencia de lazo
cerrado es una combinacién lineal de la primera y segunda forma canénica.

En esta Seccién también se definirdn los pardmetros de los controladores, y una forma de normali-
zacion de la funcién de transferencia de lazo cerrado, convenientes para el disefo de los controladores.

Se verd, finalmente, un ejemplo numérico de disefio de los controladores P y P-D.

(3.1)

3.1. Controlador P

r(t) @6@) X ut)| K y(t)
T I ] s(s+p) ]

Figura 3.1: Controlador P para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 3.1 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con
un controlador Proporcional (P) donde el sistema a controlar es de segundo orden y de tipo uno. La
funcién de transferencia de lazo cerrado Hp(s) tiene la forma,

K,K

H __ Bpr
P(s) s2+ps+ KK

(32)

Como vemos, coincide con la primera forma candnica de los sistemas de segundo orden dada por
1.2,

| Hr(s) = Gis) | (33)
donde la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento vienen dados por
Wn = KpK (343)

p p
= 3.4b
2/ KK 2wy (3.40)
Para el diseiio del controlador P conviene elegir el parametro ( en vez de K, aunque el disefio
no termine hasta que se asigne un valor a este parametro.
Para ello conviene expresar la funcién de transferencia de lazo cerrado Hp(s), en funcién de (.
Puesto que p = 2¢wy,

(=

2
2 D
De aqui que
»
AC2
Hp(s) = < - (3.6)
82 + pSs + @



Por otro lado, también conviene normalizar la funcién de transferencia, de tal modo que puedan
realizarse representaciones graficas de las sefiales implicadas en el disefio, en funcién de pt, en vez de
hacerlo como suele ser lo habitual, en funcién de w,t. La razén para hacer esto es porque w, €s un
parametro de disefo, y como consecuencia, la interpretacidn de las grificas se hace mas complicada.

Haciendo s = ps; se obtiene una funcién de transferencia de lazo cerrado independiente de p,
que supone un cambio de escala en el tiempo, de ¢ a pt,

1
Hp(sl) = 4—@1 (37)
S% + 81+ TCQ
En la Figura 3.2 se muestran curvas de la salida para diferentes valores de (, donde el eje de
abcisas es pt.

y(t)

1,5

Figura 3.2: Salida con controlador P

3.2. Controlador P-D

r(t) e(t) X uy (t) u(t) K y(t)
§—§ Y g s(s + p) ]

I w(t)]

K,7,s

A

Figura 3.3: Controlador P-D para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 3.3 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con
un controlador de tipo PD con el factor proporcional en el lazo directo y el factor derivativo en el
lazo paralelo. Utilizaremos la notacién P-D para esta clase de controladores.

Este sistema de control tiene una funcién de transferencia de lazo cerrado Hp_p(s) que coincide
con la primera forma candnica de los sistemas de segundo orden, de la misma forma que con el
controlador P, pero a diferencia de este tiene dos pardmetros de disefio (K, 7p),

KK
2+ (p+ K,Ktp)s + K, K

Hp_p(s) = (3.8)

Como vemos, se corresponde con la primera forma candnica de los sistemas de segundo orden,

| Hp_p(s) =Gi(s) | (3.9)
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donde la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento vienen dados por

wn = VE K (3.10a)
p+ K,Ktp p+wimp
(=i Pty (3.10b)
P n

Introduciendo el pardmetro B3 # 0 tal que p = Baw, podemos expresar 7p en la forma,

D = C(2w—52) (3.11)
donde »
P2 = o (3.12)

Puede observarse que el Controlador P es un caso particular del Controlador P-D, que se obtiene
haciendo £y = 2.

Para el disefio del controlador P-D conviene elegir los pardmetros ((,52) en vez de (K, 7p),
aunque el diseno no termine hasta que se asignen valores a estos Ultimos pardmetros.

Para ello conviene expresar la funcidn de transferencia de lazo cerrado Hp_p(s) en funcién de
los nuevos pardametros. Por definicion p = S2(wy,, por lo que,

p
2
De aqui que
2
p
B5¢?
Hp_p(s) = p2 o= (3.14)
P24+ —s+ ==
Ba”  B3C?

Por otro lado, también conviene normalizar la funcién de transferencia, de tal modo que puedan
realizarse representaciones graficas de las sefiales implicadas en el disefio, en funcién de pt, en vez de
hacerlo como suele ser lo habitual, en funcién de w,t. La razén para hacer esto es porque w, €s un
parametro de disefo, y como consecuencia, la interpretacidn de las gréificas se hace mas complicada.

Haciendo s = ps; se obtiene una funcién de transferencia de lazo cerrado independiente de p,
que supone un cambio de escala en el tiempo, de ¢ a pt,

1
P3¢
s?+ 25 +
251
LB

Hp_p(s1) = (3.15)

1
B5¢?
En las Figuras 3.4 y 3.5 se muestran curvas de la salida para diferentes valores de ¢ donde el eje
de abcisas es pt. En la Figura 3.4 con 85 = 0,5, y en la Figura 3.5 con 85 = 2,5. Pueden compararse
con la Figura 3.2 realizada con el controlador P, y aunque en ambos casos se trate de un sistema de
segundo orden en su primera forma candnica, puede apreciarse que hay diferencias cuantitativas en

la respuesta al escalén unidad, pero la variacién de las curvas con (B3 no altera la forma cualitativa
de las curvas.



y(t) =03

L5 1= P-D

LI —

—
T T T

=
@
I

LI —

‘ ‘
0] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 pt

Figura 3.5: Salida con controlador P-D

3.3. Controlador PD

N L P U1 R

Figura 3.6: Controlador PD para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 3.6 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con un
controlador Proporcional-Derivativo (PD) ideal. La funcién de transferencia de lazo cerrado Hpp(s)
tiene la forma

K,K(1+ 1ps)
2+ (p+ KpKmp)s + KK

Como ocurre con el controlador P-D, es posible elegir independientemente la frecuencia natural
y el coeficiente de amortiguamiento, ya que se dispone de dos pardmetros de disefio (K, 7p). Sin

embargo el sistema de lazo cerrado no coincide con la primera forma candnica G (s) de los sistemas

: 1
de segundo orden porque tiene un cero en s = ——.

HPD<8) = (316)

D
Podemos ver que la funcién de transferencia de lazo cerrado 3.16 del sistema de control de la
Figura 3.6 con un PD en el lazo directo, es una combinacién lineal de las dos formas canénicas de
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los sistemas de segundo orden. De hecho,

Hpp(s) = Gi(s) + <2C — wp) Ga(s) (3.17)
donde
wn = /K, K (3.18a)
K, K 2
¢ =P MpRTD _ PFWnTD (3.18b)
2\/K,K 2wn,

Utilizando el pardmetro B2 # 0 tal que p = B2lwy,, puede verse la dependecia de Hpp(s) con la
segunda forma canédnica de una forma mas sencilla,

| Hpp(s) = Gi(s) + (2 = B2)Ga(s) | (3.19)

La relacién dada por 3.18b puede escribirse en la forma

D = C(Q — 52) (320)
Wn,
por lo que si se impone que 7p > 0, se deberd cumplir que B2 < 2, ya que admitimos que { >0y
wn, > 0. En consecuencia, el coeficiente de la segunda forma candnica serd positivo. Por la misma
razén, 7p < 0 si B3 > 2. Normalmente se escogerd 7p > 0 ya que en caso contrario el sistema de
control de lazo cerrado tendrd un cero inestable, y por lo tanto serd de fase no minima. Este hecho
plantea algunos problemas que no vamos a analizar aqui.

Cuando (2 = 2 el efecto de la segunda forma candnica desaparece. Pero este caso se corresponde
con 7p = 0, por lo que en realidad se trataria de un controlador P, y no PD. Como consecuencia,
podemos entender que al anadir un factor derivativo al controlador del lazo directo, es inevitable que
aparezca el efecto debido a la segunda forma candnica. Puesto que p es un valor conocido, entonces,
fijando el valor de ( y 32, se obtendria el valor de w,, y puesto que K también es conocido, se
obtendria el valor de K),, quedando resuelto el problema de disefio del controlador.

Haciendo el cambio de variable s = psi, puede normalizarse la funciéon de transferencia de
lazo cerrado, de tal manera que dependa de los parametros de disefio ({, 32), como se hizo con el

controlador P-D,
1 n 2 — B9y
22 S1
Hpp(s1) = 225 5 e : (3.21)

En las Figuras 3.7 y 3.8 se muestran curvas de la salida para diferentes valores de ( donde el eje
de abcisas es pt. En la Figura 3.7 82 = 0,5 y en la Figura 3.8 82 = 2,5. En este (ltimo caso fy > 2
por lo que tiene un cero positivo, razén por la cual aparece una sub-elongacién en las proximidades
del origen. Vamos a demostrar, a continuacién, que la pendiente de la curva en el origen es negativa,
a diferencia de la pendiente de la salida del sistema realimentado con el controlador P-D, que es
nula. La variacién de las curvas con (3, altera ligeramente la forma cualitativa de las curvas.
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PD
By =0,5

05 1 1,5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7,5 8 85 9 95 10 pt

Figura 3.7: Salida con controlador PD

y(t) :
=03
15 PD ¢ =0,707
: 82 == 2,5 C = l“
1k -
0,5
of —— ,
0L os 5 2 25 3 354455 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 pt
,05;

Figura 3.8: Salida con controlador PD

Teniendo en cuenta las respuestas al escalén de cada forma candnica, dadas por 1.5y 1.14, se
obtiene la respuesta al escalén de sistema de control realimentado con un controlador PD en el lazo
directo,

- 4(5 _1)
ypp(t) =1 —e 7%@

Derivando esta expresidn con respecto al tiempo y simplificando, se obtiene,

sin wgt + cos wqt (3.22)

ypp(t) = wpe ™ M sinwgt — ¢(B2 — 2) coswgt (3.23)

V=0

La pendiente en el origen es
pr(O) = —wnC(ﬁg — 2) (3.24)

Como vemos, si 2 > 2, entonces ypp(0) < 0.

Con los controladores P y P-D, la pendiente en el origen siempre es nula, pero con el controlador
PD puede ser positiva o negativa seglin sea el valor de (52, pero nunca nula, ya que el caso B2 = 2
se corresponde con el controlador P.

3.4. Especificaciones de diseiio del régimen transitorio del sistema de control re-
alimentado con los controladores P y P-D

Con los controladore P y P-D, las caracteristicas de régimen transitorio se corrersponden con las
de un sistema de segundo orden en su primera forma canédnica, por lo que se rigen por las ecuaciones

12



2.1 recogidas en la Seccién 2,

) C>W
M,=e (\/1—42 (3.25a)
ty= (3.25b)

U (3.25¢)

(3.25d)

donde v es la tolerancia, y

sinpg = /1 —¢? (3.26a)

cos g = ¢ (3.26b)

Eliminando w,, para expresarlas en funcién de los pardmetros de disefio ((, 52),

. C)W
M, = <\/1 —¢? (3.27a)

ptp = (ﬁ) T B2 (3.27b)
( ) (m — o) B2 (3.27¢)

e (o)) o -

Por lo tanto, la sobreelongacién mdxima M, es la misma con los controladores P y P-D, ya que
solo depende de (, pero t,,t, y ts dependen linealmente de 32, por lo que el controlador P-D tiene
un grado de libertad mas que el controlador P para variar estas especificaciones de disefio.

Por ejemplo, si se especifica un valor de M,, del 15% de la sefial de referencia, una tolerancia
v del 2% de la sefal de referencia y un tiempo de establecimiento de pts =~ 5, se obtendrian los
siguientes valores de los pardmetros de disefio ((, f52),

¢ =0,5169 (3.28a)
By = 1,2293 (3.28b)

El valor de la frecuencia natural se obtiene de p = Solwn,
wn, = 1,5737p (3.29)

Ahora, utilizando las expresiones dadas por 3.10a y 3.11, se obtienen los parametros del contro-
lador (K, Tp) en funcién de los parametros del sistema (X, p),

2,4765p°

K, = % (3.30a)
0,2532

= (3.30b)

En la Figura 3.9 se muestra la curva de respuesta para este disefio del controlador P-D.
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y(t)

15

(2.311,1.15) ’ ¢ =05169 fp =1,2293

(1.569,1) /m (4.993,0.98)
I ——=f=—s === === 2v

LI —

,,,,,,,,,,,,,

T T T T

I

05

LI —

Figura 3.9: Salida con controlador P-D del ejemplo de disefio
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A. Salida de sistemas libres de segundo orden con condiciones ini-
ciales no nulas

Consideremos el sistema de segundo orden continuo libre dado por la ecuacién diferencial
§(t) + 2a9(t) + wiy(t) =0 (A1)

con las condiciones iniciales [y(07),4(07)] y o, w, € RT.
Aplicando la Transformada de Laplace se obtiene

(52 + 2as + W)Y (s) = y(07)s +¢(07) + 2ay(07) (A.2)
que puede escribirse en la forma
T(s)

Y(s) = A3
(S) P(S) ( )

donde T'(s) es el polinomio de condiciones iniciales y P(s) el polinomio caracteristico,
T(s) = y(07)(s + 2a) +9(07) (A-4a)
P(s) = s* 4+ 2as + w? (A.4b)

Nos interesard escribir Y'(s) en la forma siguiente:
_ 9 oo

Y(s) - MO)(s+20) 5(07) ns)

(s+a1)(s+a2) (s+ai)(s+ ag)
donde

ajg=atao?—-w? (A.6)

Podemos distinguir tres casos seglin que a < wy, @ > W, 0 @ = Wy, que analizamos a continuacién
por separado. Para caracterizarlos utilizaremos el coeficiente de amortiguamiento ¢ donde

a = Cwn, (A.7)

A.1. Sistema de segundo orden subamortiguado: ( < 1
Cuando ¢ < 1 podemos hacer

a1 = a+ jwg (A.8a)
ag = o — jwy (A.8Db)

donde wy = wp/1 — (2.

De la relacién A.5 extraemos los factores de la derecha, y los escribimos en la forma de fracciones
simples,

s+ 2« 1 aq Qo (A.92)
= - .9a
(s+a1)(s+a) 2wy |s+ay s+

1 e 1 1 (A9b)

(s+a1)(s+az) 2wy |s+az s+a; '

Por lo tanto calculando £~ {Y(s)}, se obtiene
0~ _ _ 7(07) ¢ _ _
ylt) = y;iwd) [one™ ! — age™™] + yZS'wd) [e72! — 7] (A.10)
que puede escribirse en la forma
Jwdt _ —jwat Jwdt —jwat

y(t) = y(07)e o B (0 ) (A11)

2jwd

15



Por fin puede escribirse en la forma trigonométrica

2 (0~
y(t) = y(O_)e_"‘t <a sin wgt + cos wdt> + Me_at sin wgt (A.12)
wq Wd

Podemos escribir la solucién A.12 en las componentes trigonométricas.

o0 = (M) ot y(07)e cosc (A13)

Comparando las relaciones A.12 y A.3 puede comprobarse que

—at : _ Wd
57 {6 Slnu}dt} = m (A14a)
_ + o
L_ ot ) S A.14b
{e=*" coswqt} GraPta ( )
A.2. Sistema de segundo orden sobreamortiguado: { > 1
Cuando ¢ > 1
a1 = a+ @y (A.15a)
g = — Wy (A.15b)
donde Wy = wp+/C2 — 1.
Observando que
wq = —JjWd (A.16)

podemos utilizar las relaciones entre las funciones trigonométricas y las funciones hiperbdlicas:

sin jx = jsinhx (A.17a)
cos jr = coshx (A.17b)

Sustituyendo estas relaciones en A.12 se obtiene

y(t) = y(O_)e_O‘t <~Oé sinh @gt + cosh o?dt) + @6_% sinh Wyt (A.18)
wq Wd

Este resultado conviene expresarlo en la forma de exponenciales, obteniéndolo ficilmente de las
expresiones A.9a y A.9b, junto con A.5

o) <a1y<o> + y<o>> et (azym) + y<o>) (A19)

204 204

A.3. Sistema de segundo orden criticamente amortiguado: ( =1

Cuando ¢ =1 se cumple que a = w,, y que wy = 0.
Calculando el Iimite cuando wy — 0 en la ecuacién A.12

(0~
y(t) = lim {y(O_)e_‘”"t <wn sin wgt + cos wdt) + Me_“’”t sinwdt} (A.20)
wqg—0 F ] Wq
resulta
i t i t
y(t) = y(07)e wnt <wn lim 2ot 1> + (07 )e "t lim S (A.21)
wg—0 Wy wqg—0 Wy

Aplicando la regla de L'Hdpital,

y(t) = y(07) (wnt + 1) et + (07 )te ! (A.22)
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En este caso, la ecuacién diferencial dada por A.1 puede escribirse en la forma

(1) + 2wag (1) + wpy(t) = 0 (A.23)
Aplicando la transformada de Laplace se obtiene
(5 +wn)?Y(s) = y(07)s + 9(07) 4 2w,y(07) (A.24)
La ecuacién A.22 puede escribirse en la forma
y(t) = (y(O_)wn + y'(O_)) te”“nt 4 4(07)e wnt (A.25)

Aplicando ahora la Transformada de Laplace a la ecuaciéon A.25 se obtiene
1

Y(s) = (y(()_)wn + y(o—)) L_ {te_“’"t} +y(07) p—— (A.26)
Comparando las expresiones A.24 y A.26 se obtiene
1
L_dtemontl = — — A.27
{te } (s 4+ wn)? ( )

B. Resumen de ecuaciones de la salida con controladores P y P-D

Escribiremos la salida de un sistema de segundo orden con una entrada escalén unidad como

g(t) = y(t) + yo(t) (B.1)

donde y(t) es la salida bajo condiciones iniciales nulas e yo(t) la contribucidn en la salida de las

condiciones iniciales.
Las ecuaciones de y(t) y yo(t) son las siguientes

sin wgt + cos wdt> (<1 (B.2a)

¢
o <ﬁ
y(t) = (c+veE=1) ., (¢-v&=0)
1—72\/@;_1 e +72 o

e o1t ¢>1 (B.2b)

1— (1 +wnt)e ¢=1 (B.2¢)
Cy(07) + —— v(o7)
et ?Czw sinwgt + y(0™ ) coswgt (<1 (B.3a)

wo® =4 [ (¢+v@=1) o)+ L2 )) ) ((C\/(" ) yo-) + X2 )) )
w 8—(12 _ w. —aqt

T . W n ¢>1 (B.3b)
(0 )e Wt 4 (y(w Ly~ >> wnte Ot =1 (B3
donde
a = Cwy (B.4a)
Wy = w1 —¢? (B.4b)
= wp, (C + C2 — 1) (B 4C)
0y = wn (¢~ /= 1) (B.4d)
La expresién de y(t) (condiciones iniciales nulas) y de la derivada con respecto al tiempo 9(t)

para ( < 1 puede escribirse en la forma

1
y(t) =1 — ——=e “sin (wqt + ©0) (B.5a)
V1= ¢2
. Wn, —at -
y(t) = sin wgt (B.5b)

Vi-g

17



donde

singg = /1 — (2 (B.6a)

cos o = ¢ (B.6b)

La expresién de 7(t) y de la derivada con respecto al tiempo 7(t) para ¢ < 1, puede escribirse
en la forma

N i
y(t) =1 7me sin (wqt + @) (B.7a)
. JaZ L2
y(t) = ?/j_ib;;ne_at sin (wgt + ¢ — ¥o) (B.7b)
donde
sing = b (B.8a)
= |
a
cos = W (B.8b)
a= (1 -y - 1) GE

b=v1-¢(1-y(07)) (B.8d)

C. Ecuacion de la sobreelongacion maxima 1/, del tiempo de pico
t, y del tiempo de subida ¢, de los sistemas de segundo orden
subamortiguados en su primera forma candnica

En el Apéndice B, expresiones B.5, se recogen las expresiones de y(t) y de su derivada con
respecto al tiempo, y(¢), en al caso subamortiguado,

1
H=1— ————e “gin (wyt + C.1a
y(t) = Yn__e—otgin wgt (C.1b)

——¢
V1-—¢2
donde

singpg = /1 —¢? (C.2a)

cos g = ¢ (C.2b)

Igualando a cero la expresién C.1b se obtiene el conjunto de instantes de tiempo en que se
producen maximos y minimos en y(t),
wqt, = nm (C.3)

conn € Z.
El tiempo de pico se define como el instante de tiempo ¢, en el que se produce el maximo de los
maximos. Se dara para n = 1, por lo cual

ty = — (C.4)

Sustituyendo ¢, en la ecuacién C.1 se obtiene la sobreelongacién maxima M, =1 — y(t,),

) <>ﬂ
M, =e <v1—€2 (C.5)
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Para el caso sobreamortiguado,
w
y(t) = ———e *sinhw, /(2 — 1t (C.6)
-1
Las tnicas soluciones posibles de 4(t) =0 sont =0y ¢t = 0o, por lo que no se producen sobreelon-
gaciones.
Para el caso criticamente amortiguado,

§(t) = wate " (C.7)

por lo que tampoco se producen sobreelongaciones.
Podemos observar también que, en todos los casos, la pendiente de y(t) en el origen es nula,

y(0) =0 (C.8)

El tiempo de subida se define como el primer instante de tiempo ¢, tal que y(t,) = 1. Resolviendo
esta ecuacion con la expresion C.1a se obtiene el conjunto de instantes de tiempo siguiente,

wgty = nm — ¢ (C.9)

conn € Z.
Por lo tanto,

_T=¢%0
wq

(C.10)

D. Ecuaciéon del tiempo de establecimiento ¢, de los sistemas de
segundo orden subamortiguados en su primera forma candnica

Las envolventes de la curva y(t) son las curvas y(t) tangentes a ella por el exterior,

1
Gt) =14 ————e ‘@t (D.1)

V1-—¢?
La diferencia entre las dos envolventes en el instante de tiempo de establecimiento ¢, define
aproximadamente el doble del margen de tolerancia v, por lo que

1 1

e—cwnts _ _
e e

e Swnls) x op (D.2)

De aqui que

(i)

Cwn

(D.3)

ts ~

De hecho, t5; es menor o igual que el valor del término de la derecha, ya que los puntos de las
envolventes estdn en el exterior de la curva y(t) o son tangentes a ella. El valor exacto cumple que

11— y(ts)| = v.
Para una tolerancia del 2%, v = 0,02 suele definirse el tiempo de establecimiento como
4
bs = —— D.4
"~ o (P4)
y para una tolerancia del 5%, v = 0,05 suele definirse el tiempo de establecimiento como
3
te N — D.5
* 7 Cwn (D:5)

Estas definiciones siguen aproximadamente la férmula

b m(i) (D.6)

T Cwn
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