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1. Introduccién

La respuesta de un sistema en el dominio de la frecuencia hace referencia
a la respuesta de un sistema en régimen permanente frente a una entrada
sinusoidal. Téngase en cuenta que si la entrada (x(t)) de un sistema lineal e
invariante en el tiempo (representado por su funcién de transferencia G(s))
es sinusoidal, su salida (y(t)) en régimen permanente también serd sinusoidal.
Dicha salida tendrd la misma frecuencia (w) pero distinta amplitud y fase. A
continuacion se demuestra dicha afirmacion.

Sea
x(t) = Asen(wt) (1)

la entrada de un sistema estable, lineal e invariante en el tiempo representado
por la funcién de transferencia

Y (s)

“9= 30

(2)

donde X (s) es la funcién de transferencia de la entrada z(t) e Y (s) la funcién
de transferencia de la salida y(t).

La transformada de Laplace de la entrada z(t) es:

Aw
X(s) = 3
(5) =5 (3)
por lo queﬂ
Aw a a
Y(s) = —— G(s) = G 4
(5) = 5260 P — () (4)
1 A
donde a = = w y a es el complejo conjugado de a.
25— jw

ITéngase en cuenta que la respuesta en régimen permanente de un sistema estable,
lineal e invariante en el tiempo a una entrada sinusoidal no depende de las condiciones
iniciales, supuestas nulas en el presente desarrollo.



Si se representa G(s) como un cociente de polinomios

G(s) = % (5)

~—

y se supone G(s) de orden n con todos sus polos reales y simples, entonces:

_ q(s)
G(S) n (S +p1)(8 +p2) ce (8 —f-pn) <6>

Descomponiendo en fracciones simples, se obtiene:

a a b b b
Y($)= ——F ——F ——F —— - f — (7)
stjw s—jJw stpr St 5+ Pn

donde b; e R | Vi€ [1,n] | n e N.

Aplicando la transformada inversa de Laplace en la Ecuacién [7] se obtiene:

y(t) = ae®' + ae " 4 bre P 4 bye P2 4 - - 4 be P! ®)

Al ser un sistema estable, Re{—p;} < 0| Vi € [1,n], por lo que en régimen
permanente,

yss(t) - hm y(t) — aej“)t + C—Le—jwt (9)

t——+o0

Por lo tanto, teniendo en cuenta la Ecuacién [4], en régimen permanente po-
demos reescribir a y @ cémo:

(10)



Si se representa G(jw) como una variable compleja:

G(jw) = |G(jw)|e” (11)

donde |G(jw)| es el médulo y ¢ = /G(jw) su fase, entonces:

| _AIG(w) e
25

AIG(jw)le?*
27

(12)

a =

Por lo tanto, se puede reescribir la Ecuacién [9] de la siguiente manera:

| iwteit _ —dute—io
parlt) =AIG )|
J
G el Wwi+e) _ o—j(wi+g)
=A|G(jw)| T = (13)
=A|G(jw)|sen(wt + ¢) =
=Bsen(wt + ¢)

donde B = A|G(jw|) representa la amplitud de la salida sinusoidal y ¢ su
desfase.

Se puede concluir por lo tanto, que para entradas sinusoidales:

) B Y (jw)
Gl = ‘X(ju{) (14)

Téngase en cuenta que el mismo razonamiento puede ser aplicado para sis-
temas estables con polos miltiples o complejos conjugados, quedando como
tarea del alumno su demostracién.



2. Representaciones Graficas

2.1. Diagrama de Bode
El diagrama de Bode se representa mediante dos graficas:

= Magnitud: Es la gréfica del logaritmo de la magnitud de la funcién
de transferencia: 20 log (|G (jw))| con respecto a la frecuencia (w).

» Fase: Es la gréfica de la fase de la funciéon de transferencia: /G(jw)
con respecto a la frecuencia (w).

En Ambas gréficas el eje de la frecuencia (w) se representan en escala lo-
garitmica.

A continuacion se exponen una serie de diagramas de Bode de funciones de
transferencias tipicas, que permitiran simplificar la representacién en proble-
mas complejos.

] G(_](.U) =K.
El diagrama de Bode de G(jw) = K se representa en la Figura [lh.
Observamos como la curva de magnitud es una constante de valor
201log (K), que sera positivo si K > 1, negativo si K < 1 y cero si
K = 1. Observamos que la curva de fase es cero para cualquier valor
de K. Por lo que variar la ganancia K de la funciéon de transferencia
modifica la curva de magnitud pero no de fase.

) 1

= G(jw) = w
El diagrama de Bode de G(jw) = g% se representa en la Figura .
Observamos como la curva de magnitud es una recta de pendiente
—20dB/dec, con valor 0dB para w = 1rad/s. Observamos que la cur-

va de fase es una recta de valor —90° correspondiendo a /G(jw) =
arctan [%/w} = —90°.

» G(jw) = jw
El diagrama de Bode de G(jw) = jw se representa en la Figura .
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Observamos como la curva de magnitud es una recta de pendiente
20dB/dec, con valor 0dB para w = 1rad/s. Observamos que la cur-
va de fase es una recta de valor 90° correspondiendo a /G(jw) =
arctan [%} = 90°.

1
G(jw) = ——=
() 1+ jwT
El diagrama de Bode de G(jw) = 1+j1'wT se representa en la Figura .

Si analizamos la funcion de transferencia para valores de w1l < 1,
observamos que G(jw) ~ 1. Bajo este supuesto la magnitud y fase son

0.

Si analizamos la funcién de transferencia para valores de w71 > 1,
observamos que G(jw) ~ JWLT Por lo tanto, la magnitud sera una curva
de pendiente —20dB/dec y fase —90° para w — 0.

Observamos que en la frecuencia esquina (w = 7 rad/s) podemos apro-
ximar la magnitud por 0dB y la fase por —45°.

1
G(jw) = : :
) = T e on] 7 Gofen?
El diagrama de Bode de G(jw) = 1575 /wnl) GajoE Se representa en

la Figura [2] para distintos valores de &. Si analizamos la funcién de
transferencia para valores de w < w,, observamos que G(jw) =~ 1.
Bajo este supuesto la magnitud y fase son 0.

Para valores de w > wy,, G(jw) ~ m Por lo tanto, la magnitud
serd una curva de pendiente —40dB/dec y fase —180° para w — oo.
Observamos que en la frecuencia esquina (w = w,) podemos aproximar

la magnitud por 0dB y la fase por —90°.

Recordemos que en las inmediaciones del frecuencia esquina (w = wy,)
existe un pico de resonancia, donde w, = w,y/1 —2&2; 0 < £ < 0.707.
A dicha frecuencia, la magnitud de resonancia

M, = |G (jur)| = 0 <€ <0707 (15)

1
26/1-€
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2.2. Diagrama de Nyquist

El diagrama de Nyquist es una representaciéon en coordenadas polares de
la magnitud de G(jw) (|G(jw)|)con respecto al angulo de fase de G(jw)
(/G(jw)), Yw € [00,00) ﬂ Por lo tanto, cada punto del diagrama representa
un valor de G(jw) para una determinada w. Los dngulos de fase se representan
en el sentido contrario a la agujas del reloj si son positivos y en el sentido de
las agujas del reloj si son negativos.

La ventaja del diagrama de Nyquist es que permite representar las carac-
teristicas de la respuesta en frecuencia para todo el rango de w en una tnica
grafica.

A continuaciéon se exponen una serie de diagramas de Nyquist de funcio-
nes de transferencia tipicas, que permitiran simplificar la representacion en
problemas complejos.

» G(jw) =K.
El diagrama de Nyquist de G(jw) = K, es un tnico punto.

1

[ ] G— i = —

(o) = o

El diagrama de Nyquist de G(jw) = Jiw = %{—900 es el eje imaginario
negativo (ver Figura [3h).
= G(jw) = jw
El diagrama de Nyquist de G(jw) = jw = w/90° es el eje imaginario
postivo (ver Figura 3p).
1
[ ] G- i = ——--
() 1+ jwT
El diagrama de Nyquist de G(jw) = 1 +31'wT
En este caso, podemos reescribir G(jw) como

se representa en la Figura .

, 1 _
G(](JJ) = \/ﬁg—tcm le (16)

2Por simplicidad se suele representar para w € [00, o0)]
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Figura 4: (a) Pico de resonancia representado en el diagrama de Nyquist y
(b) diagramas de Nyquist en funcién del tipo del sistema.

Para w — 0 obtenemos lim,_,o G(jw) = 1/0, mientras que para w —
oo obtenemos lim,, . G(jw) = 0/—90°. Podemos observar que en la
frecuencia esquina w = 7 tenemos G(j+) = \%(—450

1
= G(jw) = . "
1+26(G25) +(2)?
El diagrama de Nyquist de G(jw) = 575 /wnl) Gl
en la Figura |[3d para distintos valores de €.

j Se representa

Para w — 0 obtenemos lim,, o G(jw) = 1/0, mientras que para w — 0o
obtenemos lim,, ., G(jw) = 0/—180°. Podemos observar que para la
frecuencia esquina (w = wy,), G(jw,) = é{—QOO

Recordemos que en las inmediaciones del frecuencia esquina (w = wy,)
existe un pico de resonancia, donde w, = w,/1 —2£2; 0 < £ < 0.707.

Observamos un ejemplo de su representacion en el diagrama de Nyquist
en la Figura [dh.

A modo general podemos describir formas generales de los diagramas de
Nyquist en funcién del tipo de la Funcion de Transferencia. En la Figura
se muestran los diagramas para los siguientes tipos:

12



r(t) e(t) G(s) y(t)

Y

(a) (b)

Figura 5: (a) Sistema en lazo cerrado y (b) respuesta en lazo cerrado a partir
del diagrama Nyquist en lazo abierto.
= Tipo 0:

e (G(j0) = finito y sobre ele eje real positivo. Fase(0) perpendicular
al eje real

e GG(joo) = 0. Fase (00) tangente a uno de los ejes
= Tipo 1:
e (G(j0O) = co. Fase(0) = —90°

e ((joo) = 0. Fase (c0) tangente a uno de los ejes
= Tipo 2:

e (G(j0) = oo. Fase(0) = —180°

e (G(joo) = 0. Fase (00) tangente a uno de los ejes

2.2.1. Conclusiones en lazo cerrado

Recordemos que en las representaciones graficas se presenta la Funcion de
Transferencia en lazo abierto para obtener conclusiones de la Funcién de
Transferencia en lazo cerrado.

En la Figura [Bh, se representa un sistema en lazo cerrado de la Funcién de
Transferencia G(s). La Funcién de Transferencia en lazo cerrado del sistema

13



€S

V() Gls)
X(s) 14+G(s)

(17)

En la Figura [Bb, observamos como un punto cualquiera A representa una
frecuencia wy. El vector OA representa a G(jw;), mientra que su longitud

OA representa su magnitud |G(jw;)|. Ademaés, el dngulo ¢ entre OA y el eje
real positivo representa la fase /G (Jwr)-

o
Podemos observar también, que el vector PA, siendo P el punto —1 + 50,
representa 1 + G(jwy), v el angulo 6 que forma dicho vector con el eje real

negativo representa la fase /1+G (Jwr).

En consecuencia, tenemos que:

G(jwl) m
= 1
‘1+G(jwl) PA (18)
/Gjw) = /1 +G(jw) =¢—0 (19)
Podemos igualmente concluir
G(jw)  OA )
1+G(jw)  PA

3. Estabilidad

En esta seccion nos centramos en el estudio de la estabilidad absoluta y
relativa del sistema. La primera hace mencién a si el sistema es estable o no,
mientras la estabilidad relativa cuantifica el nivel de estabilidad del sistema.

3.1. Criterio de Estabilidad de Nyquist

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad de
un sistema en lazo cerrado a partir del diagrama de Nyquist de la Funcion

14



7(t) e(t) G(s) y(t)

Y

Figura 6: sistema en lazo cerrado.

de Transferencia en lazo abierto. Se basa en la teoria de variable compleja,
mediante una transformacién de los contornos en el plano complejo. Dicho
analisis no es objeto del presente documento, por lo que se relega su estudio
a un futuro curso.

El criterio de estabilidad de Nyquist solo puede aplicarse para sistemas cau-
sales. En este caso, si la Funcién de Transferencia en lazo abierto G(s) de la
Figura @ tiene P polos en el semiplano derecho del plano s, y el limg_,o, G(s)
es constante, para que el sistema sea estable, el lugar geométrico de G(jw)
para w € (—o00,00) debe rodear P veces al punto —1 — j0 en el sentido
contrario de las agujas del reloj.

Podemos expresar el criterio de estabilidad de la siguiente manera:

Z=N+P (21)
donde

» 7Z = ndmero de ceros de 1 + G(s) en el semiplano derecho del plano s.
El nimero de polos inestables de la Funcién de Transferencia en lazo
cerrado.

» P = nimero de polos de G(s) en el semiplano derecho del plano s.
El nimero de polos inestables de la Funcién de Transferencia en lazo
abierto.

= N = ntimero de rodeos al punto —1 + j0 en el sentido de las agujas del
reloj.

A continuacion se proponen unos ejemplos.

15



3.1.1. Ejemplo 1

Sea
K
Gls) = s(s + 1)(5 +2) (22)

El nimero de polos en el semiplano derecho del planos de la funcién de
transferencia en lazo abierto es P = 0, siendo un sistema estable en lazo
abierto.

En la Figura [7h se muestra el diagrama de Nyquist para K = 1, donde el
diagrama de Nyquist no muestra ningin rodeo al punto —1 + 50, por lo que
N = 0. De esta manera, obtenemos que Z = N + P = 0, siendo un sistema
estable en lazo cerrado.

En la Figura [7b se muestra el diagrama de Nyquist para K = 10, donde
el diagrama de Nyquist presenta un rodeo al punto —1 4 j0 en el sentido
de las agujas del reloj, por lo que N = 1. De esta manera, obtenemos que
Z = N + P =1, siendo un sistema inestable en lazo cerrado.

3.1.2. Ejemplo 2

Sea .
G(s) = sG=1) (23)

El nimero de polos en el semiplano derecho del planos de la funcion de
transferencia en lazo abierto es P = 1, siendo un sistema inestable en lazo
abierto.

En la Figura |8 se muestra el diagrama de Nyquist, rodeando al punto —1+4 50
una vez en sentido de las agujas del reloj, por lo que N = 1. Por lo tanto,
Z = N+ P =2y el sistema tiene dos polos en lazo cerrado en el semiplano
derecho, siendo un sistema inestable.

16
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w=0-
1
P=0
N=0
zZ=1
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e} o >
w=—>x~ Re Re
|
w=0+

(a) (b)

Figura 7: Diagramas de Nyquist para la funcién de transferencia G(s) =

T con (a) K =1y (b) K = 10. Imégenes de Ingenieria de Control
1\§Ioderna Katsuhiko Ogata.
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Im A Plano GH

Re

W= —%

Figura 8: Diagrama de Nyquist para la funcién de transferencia G(s) =

s(s=1)"
Imagen de Ingenieria de Control Moderna. Katsuhiko Ogata.

Im A Plano GH

w=—>x

Figura 9: Diagrama de Nyquist para la funcién de transferencia G(s) =
K(s+3)

STy Imagen de Ingenieria de Control Moderna. Katsuhiko Ogata.
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3.1.3. Ejemplo 3

Sea
B K(s+3)
G(s) = —s(s —) |K > 1 (24)

El niimero de polos en el semiplano derecho del planos de la funcién de
transferencia en lazo abierto es P = 1.

En la Figura [J]se muestra el diagrama de Nyquist, rodeando al punto —1+ 50
una vez en sentido contrario a las agujas del reloj, por lo que N = —1. Por
lo tanto Z = N + P = 0, indicando que no existen polos en el semiplano
derecho del plano s de la funciéon de transferencia en lazo cerrado y que el
sistema es estable. Este es un ejemplo de sistema inestable en lazo abierto y
estable en lazo cerrado.

3.2. Margen de Fase y Margen de Ganancia

El Margen de Fase y Margen de Ganancia son dos pardmetros que se utilizan
para medir la estabilidad relativa de un sistema.

= Margen de Fase: Variacion relativa de la fase del sistema en lazo
abierto necesaria para llevar el sistema en lazo cerrado al limite de
la estabilidad. Si definimos w; como la frecuencia a la cual G(jw;) =

1(0dB) y ¢ = /G(jw:), el valor del Margen de Fase es:

MF =180 + ¢ (25)

= Margen de Ganancia: Variacién relativa de ganancia del sistema en
lazo abierto necesaria para llevar al sistema en lazo cerrado al limite de
la estabilidad. Si definimos w, como la frecuencia a la cual /G(jwa) =
—180°, el Margen de Ganancia es:

1
MG = Gt 26)

19
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Figura 10: Margenes de Ganancia y de Fase de unas funciones de transferencia
genéricas. Imagen de Ingenieria de Control Moderna. Katsuhiko Ogata.

En la Figura observamos los Margenes de Ganancia y de Fase de un
sistema estable e otro inestable representados en los diagramas de Bode y
Nyquist.

En el Diagrama de Bode, podemos calcular el cruce del diagrama de magnitud
por 0dB y proyectar dicha frecuencia sobre el diagrama de fase. Si el punto
del diagrama de fase esta por encima de —180° el sistema tendra un Margen
de Fase positivo. En el Diagrama de Nyquist, el angulo que forma el vector
que une el origen con el corte del diagrama con la circunferencia unidad con
el eje real negativo es el Margen de Fase.

En el Diagrama de Bode, podemos calcular el cruce del diagrama de fase
por —180° y proyectar dicha frecuencia sobre el diagrama de magnitud. Si el

20
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Figura 11: Frecuencia de corte w, y ancho de banda.

punto del diagrama de magnitud esta por debajo de 0dB el sistema tendra
un Margen de Ganancia positivo. En el Diagrama de Nyquist, observamos el
corte del diagrama con el eje real negativo, siendo la distancia de ese punto
con el origen el inverso del Margen de Ganancia.

Como podemos observar, el Margen de Ganancia y de Fase nos permiten
cuantificar la estabilidad de nuestro sistema. El sistema serd estable si ambos
margenes son positivos, e inestable si alguno de ellos es negativo. Cuanto més
positivos sean mas estable sera el sistema y viceversa. Sin embargo, hay que
tener en cuenta que al ser valores relativos su valores éptimos dependeran del
sistema y la aplicacién. Como nota general, se consideran valores adecuados
que el MF > 30° y el MG > 2, aunque insistimos sobre su dependencia del
sistema y aplicacion.

3.3. Ancho de Banda

Definimos la frecuencia de corte (w,) como la frecuencia en la que la magnitud
de respuesta en frecuencia se encuentra 3 dB por debajo de su valor a w = 0.
El rango entre 0 y w, se denomina Ancho de Banda. La Figura [11| muestra
la respuesta en lazo de un sistema genérico, representando la frecuencia de
corte y el ancho de banda.
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3.4. Resonancia

Como ya se ha comentado previamente, definimos las Frecuencia de Reso-
nancia como la frecuencia (w,) a la que la magnitud de la respuesta en lazo
cerrado presenta un maximo. La magnitud de la frecuencia de resonancia es
la magnitud a dicha frecuencia.

Para un sistema en lazo abierto de segundo orden, representado por su ecua-
cion canodnica, sabemos que

Wy =wnpy/1—262;0< € <0.707

M, =|G(jwr)| = w% 0< ¢ <0707 (27)

M, es representativa de la estabilidad relativa del sistema. Una M, alta
implica la presencia de un par de polos dominantes en lazo cerrado con un
coeficiente de amortiguamiento (£) pequeno.

3.5. Relaciones entre el Dominio del Tiempo y el Do-
minio de la Frecuencia

Para sistemas de segundo orden expresados en su forma candnica es posible
obtener una relacion directa entre algunos parametros del anélisis en el Domi-
nio del Tiempo y de la Frecuencia, para su respuesta a una entrada escaldn.
Sin embargo, para sistemas de orden superior la relacién es mas compleja, y
su respuesta en el Dominio del Tiempo no es sencilla de calcular.

Atn asi, existen ciertas relaciones cualitativas a tener en cuenta para poder
realizar comparativas entre ambos dominios.

= Resonancia: Para un sistema de orden superior a 2, con un par de
polos dominantes complejos conjugados en lazo cerrado, se obtiene un
comportamiento transitorio adecuado para valores de M, € [1.0,1.4],
correspondiendo con un coeficiente de amortiguamiento & € [0.4,0.7].
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Valores superiores a M, > 1.5, corresponden a un coeficiente de amor-
tiguamiento pequeno, presentando la respuesta al escalon demasiadas
oscilaciones en el dominio del tiempo.

Por otro lado, sabemos que el tiempo de subida, ¢, wid ya que, para

un sistema de segundo orden, ¢, = ”w;f, siendo [ el angulo que forma
G(jwy,) con el eje real negativo en el planos. En un sistema con un
coeficiente de amortiguamiento pequeno, w, = wp\/1 — 262 = w,, por
lo que el tiempo de subida es inversamente proporcional a la frecuencia

de resonancia (t, o w%)

Por 1ultimo, la sobreelongacion maxima y la magnitud de resonancia
estdn ambas inversamente relacionadas con el coeficiente de amorti-
guamiento, por lo que M, o< M), para el rango de 0 < ¢ < 0.707 donde

M, esta definida.

Ancho de Banda: El ancho de banda expresa la capacidad de repro-
ducir la senal de entrada. Para un ancho de banda grande, la respuesta
serd rapida (BW o %) Sin embargo, es importante resaltar que un
ancho de banda demasiado grande permitira el paso de frecuencias de
muy alta frecuencia, siendo un problema desde el punto de vista del
ruido de la senal. Es por lo tanto importante mantener un compromiso

entre el tiempo de subida y el ruido del sistema.

Margen de Fase: Sabemos que a mayor coeficiente de amortigua-

miento mayor margen de fase (M F  &). Por otro lado, sabemos que

la sobrelongacién maxima esta inversamente relacionada con el coefi-
. . . l

ciente de amortiguamiento, por lo que M F i

Margen de Ganancia: Si incrementamos el Margen de Ganancia, el
sistema serda mas lento, pues estamos reduciendo la ganancia del siste-
ma en lazo cerrado. Por lo tanto el tiempo de subida es directamente
proporcional al Margen de Ganancia (MG  t,.).
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4. Sintonizacion de PIDs

4.1. Interpretacién de un PID en el Dominio de la Fre-
cuencia

Definamos la funcién de transferencia (G(s)) de un sistema genérico en el
dominio de la frecuencia como:

G(jw) = X(w) + Y (w) (28)

donde X (w) e Y (w) son la parte real e imaginaria representadas en el plano s
para una frecuencia w.

Si selecionamos un punto A cualquiera para una frecuencia wy, tenemos que:

A= G(jwy) = X(wo) + jY (wp) (29)

Si anadimos al sistema un controlador proporcional, tal que (G,(s) = K,,),
podemos ver que la respuesta en frecuencia del nuevo sistema en lazo abierto
para la frecuencia wy es:

Ay = Gy un) G i) = KX (o) + Y (wo) (30)

Dicha trasformacién provoca un desplazamiento radial del punto A con res-
pecto del origen tal y como se observa en la Figura [12.

Si por el contrario anadimos al sistema un controlador derivativo, tal que
Ga(s) = 748, la respuesta en frecuencia del nuevo sistema en lazo abierto
para la frecuencia wy es:

Ay = Ga(jwo)G (jwo) =jTawo (X (wo) + 7Y (wo))

. 31
= — waOY(WQ) + deon(wo) ( )
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Figura 12: Representacion del desplazamiento de un punto A en el diagrama
de Nyquist por la accién de (a) un controlador proporcional, (b) un contro-

lador derivativo, (¢) un controlador integral y d) un PID.
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Dicha transformacién provoca un movimiento ortogonal, en el sentido con-
trario a las agujas del reloj, y un movimiento radial con respecto a ese nuevo
eje, tal y como se muestra en la Figura [12a.

[gualmente, si se define un controlador integral, tal que G;(s) = i, la res-
3

puesta en frecuencia del nuevo sistema en lazo abierto para la frecuencia wy

es:

(X (wo) +5Y (wo))

— (X(u0) 43 (w0) (32)
Y (wo) _ jX(Wo)

T;Wo TiWo

Dicha transformacién provoca un movimiento ortogonal, en el sentido de las
agujas del reloj, y un movimiento radial con respecto a ese nuevo eje, tal y
como se muestra en la Figura [12a.

Combinaciones de estos controladores, producen desplazamientos del punto
A que pueden ser obtenidas como sumas vectoriales, tal y como se observa en
la Figura[I2p para un PD, en la Figura[I2 para un Pl y en la Figura[I2{d para
un PID. Por lo tanto, combinaciones de estos tres controladores permiten el
desplazmiento de cualquier punto del diagrama de Nyquist en una recta,
para el caso de un controlador proporcional, un cuadrante en el caso de
controladores PI o PD, y a un semiplano en el caso de un controlador PID,
tal y como se muestra en la Figura

Sin embargo, es importante resaltar que dicha transformacién modifica subs-
tancialmente la forma del diagrama de Nyquist completo, tal y como se puede
observar en el siguiente ejemplo. Supongamos la funcion de transferencia:

1
(s+1)(s+2)(s+3)

G(s) = (33)

Observamos en la Figura los diferentes diagramas de Nyquist para la
funcién de transferencia en lazo abierto G.(s)G(s), donde G.(s) representa
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1 LY
\ Im[G(j o))

Y Im[G(j 0)]

B Re[G(j 0)]

Re[G(j ®)]
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(a) (b)
. Im(GG )]

/

b Im[GG )]
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e Re[G({ @)]

- I—)— Re[G(j )]

D

(c) (d)

Figura 13: Posibles soluciones del desplazamiento de un punto A en el dia-
grama de Nyquist por la accién de (a) un controlador P, (b) un controlador
PD, (¢) un controlador Pl y d) un PID.
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Figura 14: Diagrama de Nyquist de la funcion de transferencia en lazo abierto

G.(s)G(s), con G(s) = m y G¢(s) distintos controladores.

distintos controladores.

4.2. Interpretacion del Segundo Método de Ziegler-
Nichols en el Dominio de la Frecuencia

El segundo método de Ziegler-Nichols esta basado en la respuesta en fre-
cuencia de un sistema en lazo cerrado con un controlador proporcional, que
presente oscilaciones permanentes para un valor de K = K, frente a una
entrada escalén.

Teniendo en cuenta ese valor de K., y el periodo de oscilacién P.., Ziegler-
Nichols desarrollaron la Tabla para el célculo de los valores de un P, PI
o PID.

Se puede interpretar el segundo método de Ziegler-Nichols, como el despla-
zamiento del punto de corte con el eje real negativo A = ——= + j0 radial-
mente con respecto al origen, hasta que se sitia sobre el punto —1 + 750,
siendo K. = Mg. Si aplicamos la Tabla , podemos ver céomo el punto
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Kp 71 D

P 0.5K,, 00 0
Pl  0.45K,, %PCT 0
PID 06K, 05P, 0.125P,

A= (—KLCT%—jO) es desplazado a los puntos —0.45+ 70 o al punto —0.6—70.28
para el caso de un PI o PID respectivamente.

4.2.1. Ejemplo

Sea ]
G(s) = 34
(s) (s+1)(s+2)(s+3) (34)
Si incorporamos un controlador proporcional G.(s) = K|K > 0 con K

variable, y aumentamos K hasta que K = K. = 60, observamos cémo la
respuesta a la entrada escalon presenta cada vez mas oscilaciones hasta que
presenta oscilaciones permanentes (ver Figura . El diagrama de Nyquist
refleja un desplazamiento hasta que corta el eje real imaginario negativo en
—1+ 40 (ver Figura [15]).

Si resolvemos el desplazamiento del punto A = G(jw,,) para el caso de un
controlador PI'y un PID, en funcién de los valores de la Tabla[.2] obtenemos:

» PL G(jwer) = =1/ Ko — G(jwer)Ge(jwer) = —0.45 + 50.08
» PID: G(jwer) = —1/ Ky — G(jwer)Ge(jwer) = —0.6 — j0.28

4.3. Método de Ziegler-Nichols Modificado

El método de Ziegler-Nichols modificado representa un procedimiento general
para la sintonizacién de los pardmetros de PID en base al desplazamiento de
un punto cualquiera del diagrama de Nyquist.
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y(t) y(t y(t
1

Im[KpG(j )] Im[KpG(j 0)] Im{KpG(j o)]
_ Re[KpG(j ®)] _ Re[KpG(j ®)] Re[KpG(j )]
N \—/ ’ k/ \
0< K, <039 0.39 < K, < 60 K, = 60

Figura 15: Respuesta en el tiempo a una entrada escalén de la funcién de
transferencia en lazo cerrado y diagrama de nyquist de la funcién de transfe-
rencia en lazo abierto para distinto valores de K del controlador proporcional.

Sea A = G(jwy) = 1,6/ %) un punto cualquiera del diagrama de Ny-
quist de un sistema en lazo abierto representado en coordenadas polares. Sea
B = G(jwy)Ge(jwo) = r,e? ™) un punto del conjunto controlador + planta
del diagrama de Nyquist donde se quiere desplazar el punto A. Entonces,
definimos G.(jwy) = r.e?%c como el controlador a aplicar para cumplir dicho
desplazamiento []

Si igualamos términos entre las ecuaciones anteriores, obtenemos:

rbe](ﬂ+¢b) — Tarcej(ﬂ+¢a+¢c)

_
re=1" (39)
ch = be - Qba,

Para un controlador PI, tenemos

3Es imprescindible tener en cuenta las capacidad de desplazamiento de los controladores
a aplicar, tal y como se han visto previamente.
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Por otro lado, sabemos que

Ge(jwo) = ree?® = rocosg. + jresend,

Por lo que igualando las Ecuaciones [36] y obtenemos

K, = r.coso,.
K,

TiWo

= —Tr.Seng.
Desarrollando la Ecuacion [38] obtenemos

K, = r.cos¢.
1

a w0t9¢c

T, =

(36)

(37)

(38)

(39)

De manera andloga, para un controlador PD obtenemos los valores que se

muestran en la Ecuacién

K, = r.cosg,.
_ 199
Wo

Td

(40)

Para realizar el mismo desarrollo con un controlador PID se dispone de un

grado de libertad. Si definimos 75 = a7;, tenemos que

K, (14 jworg — j

TiWo
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[gualando términos, obtenemos

K, = rc.cosp.
(42)
K, (woTa — TiWO) = r.5end,
Despejando K, obtenemos
K, = r.coso.
(43)
WoTg — = tg¢c
TiWo
Finalmente, desarrollando para 7; = a7;, obtenemos
K, = r.cos¢.
Td = QT; (44)
T = (tgpe + VAo +tg*Pe)
2w,
4.3.1. Ejemplo
Sea .
G(s) = (45)

(s+1)(s+3)(s+1)

Disenar un controlador mediante el método de Ziegler-Nichols Modificado,
tal que el el Margen de Fase sea M F' = 50° y el error en régimen permanente
en lazo cerrado a una entrada escalén sea nulo.

El diagrama de Nyquist de la funcién de transferencia G(s) en lazo abierto se
muestra en la Figura [[7h. La respuesta a la entrada escalén de la funcién de
transferencia en lazo cerrado se muestra en la Figura [[7p. Observamos que
la respuesta al escalén presenta una sobrelongacion maxima de M, = 1.52 y
un tiempo de establecimiento ¢, = 62s. con un error en régimen permanente.
Ademas, el Méargen de Ganancia es MG = 1.4 y el Méargen de Fase M F' =
11°.
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Nyquist Diagram 16

Imaginary Axis
o
®

2 0 2 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Real Axis

(a) (b)

Figura 16: (a) Diagrama de Nyquist de la funcién de transferencia G(s) y
(b) repuesta en lazo cerrado a una entrada esclén unitario.

Sabemos que el Margen de Fase lo obtenemos graficamente como el angulo
que forma el vector que une el origen con el punto de corte de la circunfe-
rencia unidad con el eje real negativo. Si definimos ese punto, como el punto
A = G(jwy), donde wy = 0.795rad/s. Queremos desplazar dicho punto a la
posicion B = G.(jwo)G(jwo), tal que M F = 50°.

Segin vimos previamente, dicho punto B se encuentra en el cuadrante al
cual se puede desplazar un punto gracias a un controlador PD. Sin embargo,
puesto que las especificaciones requieren que €ggjescaton = 0, €s imprescindible
incorporar un polo en el origen para satisfacer dicha condicién. Por lo que,
necesitamos un controlador PID para satisfacer ambas especificaciones.

Por lo tanto, sea

A = G(jwg) = reel™Hoe) (46)

talquer, =1y ¢, = MF =11°

Sea ,
B = G(juwo)Ge(jwy) = rped™Hoe) (47)

tal que r, = 1y ¢, = MF' = 50°
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15 T T T T T T T T T Nyquist Diagram
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Figura 17: (a) Diagrama de Nyquist de la funcién de transferencia G.(s)G(s)
y (b) repuesta en lazo cerrado a una entrada esclén unitario.

Definimos un controlador PID, tal que

K,(1 + jwoTy — j——) = 7cc080, + jreseng, (48)
T;Wo
K, = r.cosg.
Td = QT; (49)

T = (tgde + V4o + tg*d.)

2w,0r

Definamos arbitrariamente o = 0.25 E| Sabemos que . = 1/, = 1y que
O = ¢Op — ¢ = H0° — 11° = 39°. Por lo tanto, a través de la Ecuacion
podemos calcular los parametros del controlador, tal que:

K, =0.78
7, = 5.26 (50)
74=1.31

4Al igual que el segundo método de Ziegler-Niechols.
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Observamos que la respuesta al escalén al conjunto de planta mas controlador
presenta una sobrelongacién maxima de M, = 1.19, un tiempo de estableci-
miento t, = 5.9s. y error en régimen permanente nulo. Ademas, el Margen
de Ganancia es MG = oo y el Margen de Fase M F' = 50°.
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