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1. Introduccién

A continuacién se desarrolla un ejemplo de diseno de un sistema de control
de posicién para el motor DC estudiado en el documento “motor_dc.pdf”.
Seguiremos la misma notacién que en ese documento.

Este escrito esta dirigido a los alumnos con el fin de que tengan a mano
una metodologia de diseno para el trabajo que deben realizar en el curso
académico.

Por lo tanto en este escrito no se resuelven completamente todos los proble-
mas de diseno planteados sino que debe servir de orientacion para alcanzar
los objetivos.

2. Funciones de transferencia del motor.

Podemos escribir la salida del motor (bajo condiciones iniciales nulas) en la
forma

Om(s) = Gu(s)(U(s) + W(s)) (2.1)
donde 0. (s) N
Guls) = Uu(s) - s((Ls + R)(Jsm—l— B) + kyky,)
W(s) = —Guls)T.(5) (22)
G(s) = Lsk: R

En la Figura 0 se muestra el esquema del motor en el que puede apreciarse
que 7.(t) puede ser interpretado como una senal de perturbacion.

Podemos ver que los polos de ambas funciones de transferencia son los mis-
mos: un polo en el origen py =0y

11 1. 1 [1 1 T K
_ B - B 2.
P12 2(Te+Tm) 2\/( ) (2.3)




l (1)

Gy(s)
w(t)
ut) - y(t)=6,(t)
B G(s)
L
Figura 1: Esquema de bloques de un motor DC. G, (s) = 8k+ R y Gu(s) =
o "
s((Ls+ R)(Js + B) + kpkm)

donde 7, y 7, son las constantes eléctrica y mecanica del motor respectiva-
mente,

(2.4)

Consideremos que la carga estd unida al eje del motor a través de un me-
canismo reductor de factor de reduccién r € (0, 1) y rendimiento n € (0,1).
Entonces la velocidad angular 01,(t) y el par de la carga 7, (t) a la salida del
reductor estaran relacionados con 6,,(t) y 7(t) en el eje del motor (o entrada
del reductor) segun las siguientes expresiones:

01(t) = r6,u(2) (2.5)
mu(t) = 17i(t) (2.6)

Consideremos que la carga es un cuerpo rigido cuya ecuacién dindmica puede
ser expresada en la forma

d*0r(t)
TL(t) = JLT —f-Tg(t) (27)
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donde J, es el momento de inercia de la carga y 7,(¢) es una funcién lineal
dependiente de la posicién angular 61,(¢) que representa los efectos gravita-
cionales.

Podemos expresar esta ecuacién en términos de 6,,(t) v 7(t),

A dP0,(t) T

—7y(t) (2.8)

t
m(?) n dt? n

Incorporando la carga a la funcién de transferencia del motor podemos es-
cribir 0, (s) "

Gl (s) = =2 = m 2.9

=T T Gt B+ B Rk Y

donde J s se denomina momento de inercia eficaz,

2
J
Jopp = J + L

(2.10)

La senal de perturbacién quedaria en la forma (ver documento “motor_dc.pdf”)

Tc/(t) :Tfs—i-ch—l-%Tg(t) (2.11)

3. Sistema de control de dos grados de liber-
tad para un motor DC.

En la Figura B se muestra el esquema de un sistema de control de dos grados
de libertad para un motor DC con carga.

El objetivo sera disenar un sistema de control tal que se cumplan especifica-
ciones de régimen permanente y de régimen transitorio.

Problema 3.1. Disenar un sistema de control de dos grados de libertad que
permita:

1. Suprimir la senal de perturbacion en el menor tiempo posible.



rt) +_ e(t)

T 8l = Y1)

G,(s) (Js+B)(Ls+R

[k L
)

Figura 2: Sistema de control de dos grados de libertad para un motor DC.

2. Realizar un control de posicion del motor que permita sequir un perfil
trapezoidal de velocidad desde el arranque hasta la parada.

El problema de seguimiento exige que el error en régimen permanente al
escaléon, la rampa y la parabola sean nulos, pero puede permitirse que ha-
ya un error en régimen permanente a la senal polinémica de orden cuatro

(R(s) = g) menor que un cierto valor K;(4). Exige también que pueda con-

trolarse el tiempo de establecimiento ¢, con una determinada tolerancia v.
Convendra también disenar el controlador de tal manera que la sobreelonga-
ciéon maxima M, no supere un determinado valor.

Puesto que los polos del sistema de lazo cerrado seran los mismos para ambos
problemas (supresién y seguimiento), la rapidez con que decaiga el efecto de
la senial de perturbacion en la salida estara relacionada con el tiempo de
establecimiento. Sin embargo debera analizarse detalladamente la respuesta
a una senal de perturbacién que se considerard constante en este estudio.
Sabemos que esto no es cierto en la practica ya que la perturbacién es una
senal dependiente de los fenémenos de friccion del motor, y estos no son
lineales. En cierta forma solo estaremos considerando la supresion de los
efectos gravitacionales debidos a la carga del motor.

Por otro lado la supresion de la senal de perturbacion debe realizarse en
cada tramo del perfil trapezoidal por lo que al pasar de un tramo a otro sus
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efectos a la salida serian percibidos. El objetivo de supresion de la senal de
perturbacion deberia ser tal que antes de que se pase al siguiente tramo su
efecto sea insignificante.

Todas las especificaciones deberian satisfacerse en cada tramo del perfil tra-
pezoidal. No obstante en este escrito no se resolvera el problema completo
ya que el objetivo es presentar una metodologia de diseno.

Tampoco se va a hacer aqui el estudio que seria necesario de la incorporacién
de condiciones iniciales no nulas. Es necesario porque se disenard un sistema
de control que funcione adecuadamente en cada tramo del perfil trapezoidal,
pero el paso de uno a otro no se dara en la practica bajo condiciones iniciales
nulas.

4. Funciones de transferencia de lazo cerra-
do.

Expresaremos la funcion de transfrencia del motor sin carga en la forma
Nu(s) Ky

Du(s) ~ sPu(s)
donde P,(s) es tal que P,(0) # 0. Si se utiliza el modelo del motor simplifi-

cado escribiremos P,(s) = (s + pa) v si se utiliza el modelo de tercer orden
escribiremos P, (s) = (Tes + 1)(s + pur).

Gu(s) = (4.1)

La senal de control o de salida del controlador para el sistema de control de
la Figura B cumple que:

U(s) = Ga(s)E(s) — Gea(s)Y () (4.2)

Llamaremos,

Fl(S) = Gcl(S)

(4.3)

FQ(S) = Gcl(S) + GCQ(S)

De esta manera podemos expresar el controlador en la forma general de un
sistema de control de dos grados de libertad:

U(s) = Fi(s)R(s) — F»(s)Y (s) (4.4)

7



La salida del sistema de control es:

Y(s) =Yi(s) + Yu(s) = Hy(s)R(s) + Hyw(s)W(s) (4.5)
donde
 Fi(s)Gu(s)
o) = T R 5)6.0)

(4.6)

B Gu(s)
1+ Fy(5)Gy(s)

son las funciones de transferencia de lazo cerrado en relacién a R(s) y W(s)
respectivamente.

Hy ()

Escribiremos las funciones de transferencia de los controladores genéricos en
la forma de una funcién racional de dos polinomios en s:

S NFl (S)
Fl( ) DFl (8) (4 7)
Fy(s) = Nra(s) |
2 Drs(s)

donde los polinomios de numerador y denominador son coprimos (no tienen
factores comunes).

Para que los polos en lazo cerrado de Hy,.(s) y Hy,(s) sean los mismos con-
sideraremos que

DF2 = DFl(S)D;;‘Q(S) (48)

donde D'ry(s) es algin polinomio en s. Esta condicién no es imprescindible
pero la impondremos en este estudio salvo que sea imposible admitirla.

5. Condiciones de estabilidad del sistema de
control.

Para que el sistema de control sea estable debe elegirse F5(s) de tal manera
que el polinomio caracteristico P(s) sea estable en el sentido de Hurwitz,

P(s) = Dpa(8)Dy(s) + Npa(s)Ny(8) (5.1)
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Para el motor

P(s) = sDps(s)Pu(s) + Ky Nra(s) (5.2)

Podemos comprobar que

6.

P(0) = Ky Nra(0) (5.3)

Condiciones del régimen permanente.

1. Estudio del problema de supresion de la senal de perturbacion.

La forma de las funciones de transferencia de lazo cerrado sugiere que
los controladores sean disefiados de tal manera que el controlador Fy(s)
sea el responsable de suprimir la sefial de perturbacion, ya que Hy,(s)
solo depende de Fj(s).

Si la senal de perturbacién es constante de valor w, entonces Fy(s)
debera tener al menos un polo en el origen. De esta manera y,,(00) = 0.
Podemos comprobar que esto es asi aplicando el teorema del valor final

a yw(t)7

(00 = lim s Hp(5)W (s) = lim s (81 Dr2(s)

Jm hrm PEs) W (s) (6.1)

Si Fy(s) tiene al menos un polo en el origen, y de acuerdo con B3,
P(0)#0 (6.2)

ya que Ngo(s) y Dpa(s) son coprimos. De aqui que

y (OO) _ thKMDFQ(S)UJ o KM’U)

s—0 P(S) ; - P(O) }SI_I%DFQ(S) (63)

Teniendo en cuenta que P(0) viene dado por B3, y,,(c0) para una sefial
de perturbacién constante satisface la relacién

w

~ G (0)

yw(oo) (6.4)




La senal de perturbacién que estamos considerando no tiene por qué ser
constante. Se obtendra el mismo resultado si

W(s) = (6.5)

donde T (s) es un polinomio tal que W (0) = 1. En el caso del motor

W(s) = —Lsk: Bris) (6.6)

por lo que la suposicién que estamos haciendo es que el par 7.(t) sea
constante. En este caso

B T'R
[

(6.7)

w =

En resumen, Fy(s) debe tener al menos un polo en el origen, y
P(0) # 0.
. Estudio del problema de seguimiento de la senal de referencia.

La senal de error es

e(t) = r(t) —y(t) = ex(t) — ew(t) (6.8)

donde e,(t) = r(t) — y,.(t) v ew(t) = yu(t), por lo que si y,(c0) = 0 el
error en régimen permanente dependerd exclusivamente de la compo-
nente e, (t).

La funcién de transferencia de la componente del error e,.(t) es

= -1 — (S) _ P(S) — NU(S)NFI(S)D%2(5>
D.(s) v P(s)

(6.9)

La expresion de la componente del error e, (t) en régimen permanente
tendrd la forma

P(s) = Nu(s)Nr1(s) Dipy(s)

er(00) = lli% s Ps) R(s) (6.10)
er(00) = Pé()) lim s(P(s) = KarNpi(s) Dipy()) R(s) (6.11)
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Puesto que se desea que el error en régimen permanente al escalén, la
rampa y la pardbola sean nulos, entonces se debera cumplir que

Ne(s) = P(s) — Ky Np1(s) Dy (s) = s N/(s) (6.12)

donde N/(s) debe ser algiun polinomio tal que N/(0) # 0. En general
N!(0) puede ser nulo, pero la especificacién de que el error en régimen
permanente a la senal de referencia de orden cuatro sea menor que la
constante K(4) nos permite imponer la condicién de que N/(0) # 0 si
admitimos que y,,(00) = 0.

De esta manera se cumple que para la senal de referencia de orden
cuatro,

N(0)

Ke(4) = K N2 (0)

< KX(4) (6.13)

Puesto que P(0) = Ky Np2(0) se debera cumplir que

Nr1(0)Dipa(0) = Np2(0) # 0 (6.14)

Por lo tanto Fi(s) no puede tener un cero en el origen y D’%,(0) # 0.

Puesto que hemos impuesto la condicién BR, es decir que Dpo(s) =
Drpi1(s)Diy(s), y que se satisface la especificaciéon de régimen perma-
nente para ¥, (t), o equivalentemente que Fy(s) tiene al menos un polo
en el origen (Dpy(0) = 0), podemos concluir que F(s) debera tener al
menos un polo en el origen (Dgy(0) = 0).

Escribiremos Dpi(s) en la forma
Dpi(s) = sD'xy () (6.15)

donde D’ (s) es algin polinomio en s.

De aqui que
Dps(s) = sDjpy (s) Dira () (6.16)

donde D', (0) # 0.

En resumen, Fj(s) debe tener al menos un polo en el origen y
Dip,(0) # 0.
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7. Eleccién de los controladores G (s) y Ge(s)
segun las especificaciones de régimen per-
manente.

Pretendemos diseniar los controladores G.1(s) y Gea(s) de tal manera que sean
estables, causales, de fase minima (ceros estables) y de orden minimo n.; y
ne respectivamente. También seria deseable que estos controladores tuviesen
el maximo grado relativo para que el nimero de pardmetros de disefio fuese
minimo.

Teniendo en cuenta que Fy(s) = Gea(s) + Gea(s) v que Ga(s) = Fi(s),
podemos comprobar que G tiene la forma

Gea(s) = Npa(s) _D]:j(lsi)D%z(S)

(7.1)

Los polos de Ge(s) seran los de Fy(s) salvo que haya cancelaciones, posi-
bilidad que debe contemplarse de manera general, ya que tanto Fj(s) como
F5(s) no son propiamente controladores fisicos, sino que se han introducido
para hacer el estudio matematico de diseno. Las cancelaciones no son fisicas
sino matematicas.

Escribiremos

Nea(s) = Npa(s) = Npi(s)Dipy(s) (7.2)
Substituyendo P(s) dado por bl en la ecuacién B19, obtenemos la relacion
$3N!(s) = 52 P,(5) Dy (8) Dyoy(8) + KarNeo(s) (7.3)

donde Ny (s) es el numerador del controlador G.o(s) dado por la expresién
2.

Podemos ver que N (0) = 0, es decir que G deberd tener al menos un cero
en el origen.

Los polos de G(s) son los polos de Fi(s), pero los polos de Gs(s) no tienen
por qué ser los de Fy(s) ya que como se ha comentado puede producirse alguna
cancelacién matematica. De hecho como G5 debe tener al menos un cero en el
origen y F»(s) al menos un polo en el origen entonces necesariamente deberan
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cancelarse algunos. En consecuencia G.o(s) debera tener al menos dos
ceros en el origen para que después de la cancelacion siga teniendo al
menos uno.

Por lo tanto, podremos escribir

Ne(s) = s N/y(s) (7.4)

donde N/,(s) es algtin polinomio en s.

Teniendo en cuenta que se debe cumplir la condicién de régimen permanente
para e,(t) dada por [[23, entonces para el motor,

sNi(s) = Pu(s) Dy (5) Dipa(s) + KarNes (s) (7.5)

por lo que
K Ni5(0) = —par Dipy (0) Dy (0) (7.6)

Puesto que también deseamos que los ceros de los controladores sean esta-
bles (sin considerar los del origen), entonces todos sus coeficientes deben ser
necesariamente positivos. Si se hiciese D,(0) < 0, entonces Fy(s) serfa ines-
table. En principio no hay ningin problema con que Fy(s) sea inestable ya
que Fy(s) es un controlador matematico, pero los polos inestables deberan
ser cancelados matematicamente para que Ge(s) sea estable. En cualquier
caso aunque haya cancelaciones de los polos inestables de F;(s) habria ce-
ros inestables en la funcién de transferencia del error H,.(s) ya que serfan
raices de la ecuacién N/(s) = 0, segiin puede observarse de la relacién [3 al
sacar factor comun las raices comunes de D',(s) y N/y(s). Este hecho debe
evitarse. Para ello podemos seguir dos métodos.

1. Consideracién de que N/,(0) < 0. Esto es posible siempre que todos
los coeficientes de N.o(s) sean negativos de tal manera que sacando
factor comin —1 se garantice que los ceros de Ge(s) sean estables.

Escibiremos B
Nes(s) = —Ngy(s) (7.7)
donde N’,(s) es un polinomio de coeficientes positivos tal que N, (0) #
0.
Para este método:
sNi(5) = Pu(s) Dy (5) Dips(5) — KarNig(s) (7.8)

13



Deberd cumplirse que para el motor
KNy (0) = par Dipy (0) Dy (0) (7.9)

Pero como N/(0) # 0 no deberd cancelarse el término del monomio en s
de Z(s) = Pu(8) Dy (8)Diy(s) — Kpr Niy(s). Es decir que Z(s) = sZ'(s),
para algun polinomio Z'(s) tal que Z'(0) # 0. De hecho Z'(0) = N.(0).

En este caso los controladores tendrian la forma

) — NF1 (8)
Ol Dp )
(7.10)
5Né2(5)
) T TG

donde Djpy(0) # 0, Dy (0) # 0, Ny(0) # 0y Ni (0) # 0,

Si se hiciese D, (0) = 0 estarfamos siguiendo el segundo método.

. Aumentar el tipo (ntimero de polos en el origen) del controlador F}(s) =
Ge1(s). Puede hacerse

Dl (s) = sDyy ()

NLa(s) = sN(s) i
donde DY (s) y N(s) son polinomios en s.
De aqui que
N(s) = Pu(s)Dpy(8) Dipa(s) + KnrNip(s) (7.12)
que para s = 0 queda en la forma
N(0) = pas Dy (0) Dipy (0) + Ky N (0) (7.13)

Sabemos que N/(0) # 0 debido a que estamos imponiendo que la cons-
tante de error K (4) # 0.

Entonces la especificacién de régimen permanente quedara expresada
en la forma

2D (0)Diyl0) + Kag N (0)

Ke(4) Kar Na(0)

(7.14)
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En este caso los controladores tendrian la forma

o NFl (S)
= S 9
(7.15)
SN
) = () Dpalo)

donde D’y (0) # 0y N1(0) # 0 (yva que Fi(s) debe tener un polo en
el origen y Dp1(s) y Np1(s) son coprimos).

Puesto que Gy(s) debe tener al menos un cero en el origen debe ocurrir
que si D%,(0) = 0 también sea N/,(0) = 0, por lo que N/(0) = 0 lo
que no admitimos. Por lo tanto, también debe ocurrir que D%, (0) # 0

y Niz(0) # 0.

Ambos métodos permiten seleccionar el orden de los controladores, y en
general el nimero de parametros de diseno. Pero con el segundo se realiza un
diseno del controlador G (s) de tipo dos, mientras que con el primero es de
tipo uno. En cualquiera de los casos debe tenerse en cuenta que la eleccién de
los polinomios no puede ser arbitraria, ya que deben cumplirse las relaciones
R para el primer método y [I2 para el segundo método, ademas de la
ecuacién del numerador de Goo(s):

_ ) f $°Niy(s) = Nrpa(s) = Npi(s) Dipo(s)
primer metodo: { sN{(s) = Pu(s) Dipy (5) Dpy(s) — K N/o(s) (7.16)
, | $3N!(s) = Npa(s) — Np1(8) Dy (s)
Ww“mm{M®=mmm@%mwmm%> o

Vamos a terminar este apartado con un diseno que satisface las especificacio-
nes de régimen permanente siguiendo el primer método, de tal manera que
el orden de los controladores sea minimo.
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7.1. Ejemplo de seleccion de los controladores.

Podemos hacer la siguiente eleccion:

Npl(S) = KFl(S + a)

F(s) =1
7.18
NFQ(S) :KF2(8+b) ( )
(8) =s+c
lo que supone que
s+a
F1<S) = KFl
; (7.19)
s+
Fy(s) = —
2(5) 2 s(s+c)
Teniendo en cuenta la primera ecuacion de [I8 se debe cumplir que
2Ny (s) = Kpa(s +b) — Kpi(s +a)(s +c) (7.20)
y de aqui®
Kpy = Kpi(a+c)
p— ¢ (7.21)
a—+c
Por lo tanto
w2(5) = —Kp (7.22)
Teniendo en cuenta la segunda ecuacién de [I8 se debe cumplir que
sN!(s) = P,(s)(s+c¢) — Ky Kpy (7.23)

ISi se eligiese b = pj; se realizarfa una cancelacién fisica del cero de Fy(s) con el
polo del motor G, (s). Esto supone que a y b estardn relacionados, por lo que el nimero
de parametros de diseno se reduce. En la préctica las cancelaciones fisicas exactas son
imposibles. En cualquier caso lo que supone que b = pps es que puede sacarse un factor
comun (s+b) del polinomio caracteristico de la funcién de transferencia de lazo cerrado, lo
que significa que el sistema en lazo cerrado tendra un polo en s = —pj;. Si este polo es de
respuesta lenta entonces el decaimiento o respuesta transitoria de la senal de perturbacion
serd lenta.
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y de aqui que para el motor

pmc
Kp = —/— 7.24
=B (724
Por lo tanto
N! =s+ (py +¢) (7.25)

Como vemos el sistema de control ha quedado reducido al problema de sin-
tonizacién de dos pardmetros (a, c). Los controladores tendrian la forma®

pmcC S+ a
G. = —
1(8) KM S
(7.26)
pmc S
G. = ——
2(5) KM s+c
Por otro lado también se debe satisfacer la condicion E13:
pMmtcC
K. (4) = < K*(4 7.27
@) = P50 < Ko (7.2

Las funciones de transferencia de lazo cerrado dadas por B8 para el motor
con el modelo simplificado quedaran en la forma

puc(s+a)(s+c)

H
st + (par + )8 + pares? + pare(a + ¢)s + pyac?

ur(8) =

(7.28)
Ky s(s+c¢)
Hyy(s) = 4 3 2 2
st + (par + ¢)s3 + pues? + pare(a + ¢)s + payac
La funcion de transferencia del error sera
3
Ho(s) = — (s ¥ pur +0) | (729)
st + (py + ¢)s® + pyes? + pycla + ¢)s + parac

2Si se hubiese hecho D%, (s) = 1 con el fin de disminuir el orden de Fs(s) entonces
sN!(s) = P,(s) — KarNy(s) lo que parece ser una solucién vélida. Pero también debe
cumplirse que s?N/y(s) = Kp1(s + b) — Kp2(s + a) que no tiene ninguna solucién para
N/5(s). Por la misma razén tampoco podria haberse escogido D’ (s) = s+cy Dlpy(s) = 1.
Cualquier otra solucién que satisfga las relaciones I8 aumentaria el orden de los controla-
dores ya que estamos imponiendo la condicién de que sean causales. Este comentario debe
servir para saber cémo debe modificarse el disefio que estamos haciendo si se impusiese una
coleccién de especificaciones de diseno que exigiese elevar el orden de los controladores.
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Podemos observar que el numerador de Hy,(s) coincide con la parte del po-
linomio caracteristico de grado inferior al tercero. Esto significa que indirec-
tamente hemos aplicado la técnica llamada de asignacion de ceros.

Por 1ltimo este estudio no puede quedar finalizado sin investigar la estabi-
lidad del sistema de lazo cerrado. Para ello puede utilizarse el test de
Routh teniendo en cuenta que el polinomio caracteristico es:

P(s) = s* + (par + ©)s® + pares® + puc(a + ¢)s + parac? (7.30)
La Tabla de Routh es:
st 1 Pac parac?
3| pu+c¢ pucla+c)
s%: T parac?
st y 0
sU || parac?
donde
= PMC(Z?M - a)
pPmt+C
(7.31)
2
Y =puc [a+c——a(pM+c) }
pu(py — a)

Para que el sistema de lazo cerrado sea estable se debera cumplir que = > 0
e y > 0 ya que hemos impuesto que a > 0y ¢ > 0. Ademas el polo del motor
es estable, es decir que py; > 0.

Puede verse que al ser ¢ > 0 e imponiendo que a < py (para que x > 0),

entonces 9

a a
y>pMc{a+c— bar 1:pMc{c— }
P —a Pmv—a

Por lo tanto, una condicién suficiente para que el sistema en lazo
cerrado sea estable es que se cumplan simultdneamente las siguientes re-
laciones:

0<a<py
a? (7.32)
c >
Pym—a
a’ . —1++5
Puede comprobarse que < pup siia < ———pu-
PM— @ 2
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2
<asiia<p—M.
PM—a 2

También puede comprobarse que

Puede comprobarse que no puede haber cortes con el eje imaginario salvo
que y = 0, puesto que para que existan estos puntos de corte es necesario
que se anule alguna fila impar de la Tabla de Routh. Para hacer este estudio
construimos el polinomio auxiliar Q(s) = xs® + pyrac? substituyendo la fila
nula por los coeficientes de dQ(s)/ds = 2xs. Si x > 0, la primera columna
serd positiva (en este caso y = 0) y por lo tanto el polinomio serd estable.

8. Comentario sobre la técnica de asignacion
de ceros.

No es necesario utilizar la técnica de asignacién de ceros para lograr satisfacer
la especificacién de régimen permanente. Lo que debe ser evidente es que
para satisfacer esta especificacion se debe lograr expresar el polinomio del
numerador de la funcién de transferencia del error H,(s) en la forma N,(s) =
s3N!(s), donde N!(s) es un polinomio tal que N’(0) # 0.

Veamos un ejemplo arbitrario.
Supongamos que el polinomio caracteristico es
P(s) = s* + (2 + 3ay)s* + 6azs + 3a3
donde (o, as, az) son parametros de disefio (y P(s) es estable).

Supongamos que se desea que el error de régimen permanente al escalén y a
la rampa sean nulos, es decir que deseamos lograr que N, (s) = s2N/(s).

Con la técnica de asignacion de ceros se escogeria el polinomio del numerador
NH(s) de la funcién de transferencia de lazo cerrado H(s),

NH(s) = 6ays + 3as
entonces

N.(s) = s*(s + (2 + 3))
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Pero otra técnica podria escoger otro polinomio, como por ejemplo
NH(s) = 3ays* + 6azs + 3as

entonces
N,(s) = s*(s +2)

En ambos casos se satisface la especificacién de régimen permanente.

Podemos ver que con la técnica de asignacion de ceros se estaria seleccionando
un controlador tal que el nimero de ceros de la funciéon de transferencia de
lazo cerrado es minimo.

9. Comentario sobre la causalidad de los con-
troladores.

En la practica deben disenarse controladores que sean causales y por lo tanto
realizables. Si embargo esto depende en parte de los sensores que se utilicen.

En el caso del motor si se dispone de sensores de posicion y de velocidad
entonces puede realizarse una realimentacién de dos salidas 6,,(t) v 0, (t).
En este caso puede disenarse un controlador del lazo paralelo G.»(s) que no
sea causal. Veamos como.

Supongamos que el numerador N.o(s) de G.o(s) puede escribirse en la forma
NCQ(S) = SNQl(S) + NQQ(S) (9]_)

donde Ngj(s) y Naa(s) son polinomios tales que sus grados sean menores que
el orden de Go(s). Entonces

GCQ(S) = SGgl(S) + GQQ(S) (92)
donde Ga1(s) y Gaa(s) son causales.

La salida de control de G.o(s) serd
Us(s) = Gar(5)L {9m(t)} 4 Gaa(8)L {0 (8)} (9.3)
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que como se aprecia es necesario que se disponga de sensores de posicién y
velocidad.

Algo similar puede decirse del controlador G (s) siempre que ademds de
los dos sensores se disponga de la entrada de referencia r(t) y 7(t). De esta
manera

Gcl(S) = SG11(S> + G12(8) (94)

donde G11(s) y Gia(s) son causales.
La salida de control de G (s) seréd

Ui(s) = Gui(s)L{e()} + Gaa(s)L{e(t)} (9.5)
donde e(t) = r(t) — O, (t) v &(t) = 7(t) — O, (t).

Se deja como ejercicio comprobar que si se dispone de dos sensores los con-
troladores pueden ser mas simples, ademas de que puede reducirse el orden
de la funcién de transferencia de lazo cerrado.

10. Estudio de la respuesta de régimen tran-
sitorio.

Hemos realizado un estudio en el que es posible disenar unos controladores
que satisfagan especificaciones de régimen permanente pero no hay ninguna
garantia de que tales controladores satisfagan a su vez especificaciones de
régimen transitorio. Hemos visto que el nimero de parametros de disenio de
los controladores es dos (a, ) que ademéds estén ligados por un conjunto de
restricciones de desigualdad.

La funcién de transferencia de lazo cerrado H,,.(s) tiene la forma

puc(s +a)(s+c)

Hy,(s)= 10.1
vl =y (par +¢)s® + pures® + parc(a + ¢)s + puyac? (101
y la funcién de transferencia de lazo cerrado Hy,(s),
Kys(s+c
Hyu(s) = wls + ) (10.2)

st + (par + )8 + pares? + pare(a + ¢)s + payac?
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La funcién de transferencia Hy,(s) puede ser escrita en la forma

w(8) = s fggj@ (10.3)
donde K = pycy
G/(s) = (s+a)(s+c) (10.4)

s3(s + pu +¢)
Puede hacerse una representacion del lugar de raices generalizado. Para ello
haremos la suposicién de que no hay puntos de ruptura (execpto en el origen),
aunque como es de esperar siempre podra haber (el del origen se corresponde
con polos de lazo cerrado de orden de multiplicidad tres, aunque se trata del
caso en que K = 0, y por lo tanto ¢ = 0.). Esta suposicién simplifica el
analisis que vamos a hacer.

Pueden calcularse las dos asintotas (el orden relativo de G'(s) es dos) y el

centro asintético o4,
Pm—a

op = — 9 (105)
Las asintotas forman un angulo ¢4 con el eje real,
w3
€z, — 10.6
P4 €155 } (10.6)
De acuerdo con el estudio de régimen permanente escogeremos un valor a <
2
a
pPM Yy C> .
Pyv —a

En la Figura B se muestra un posible lugar de raices para este problema.
Supondremos que hay dos ramas reales en [—a,0] y [—(pa + ¢), —c|, aunque
realmente podria ser ¢ < a sin alterar los resultados del andlisis.

Puesto que K = pysc podemos observar que el cero en —c y el polo en —(py,+
c) se alejan hacia la izquierda del plano complejo conforme K aumenta, por
lo que el polo de lazo cerrado de esta rama real serd poco significativo en la
respuesta transitoria.

Sin embargo si el cero en —a estd muy proximo al origen, habra un polo
real en lazo cerrado muy dominante, debido a la otra rama real del lugar de
raices. Esto implica que la respuesta transitoria debida a la contribucion de
este polo serd lenta. Ademds un polo muy préximo al origen puede hacerse
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N,
N\

= (pM+C)

Figura 3: Lugar de raices generalizado (hay tres polos en el origen).

inestable ante factores no contemplados en el diseno. Por lo tanto proba-
blemente deba rehacerse completamente el diseno de los controladores. Mas
adelante veremos un ejemplo numérico.

Una consecuencia préactica de estos comentarios es que para el diseno de
los controladores debe seguirse un procedimiento que tenga en cuenta si-
multaneamente las especificaciones de régimen permanente y de régimen
transitorio. Antes de seleccionar los polinomios como hemos hecho en el es-
tudio de régimen permanente deben analizarse algunas caracteristicas del
régimen transitorio. Una de ellas es la ubicacién (cualitativa) de los polos
de lazo cerrado. Otra muy importante es disponer de parametros de diseno
suficientes como para imponer todas las especificaciones de diseno. Para esto
ultimo puede hacerse un estudio de los grados de los polinomios implicados.
En este sentido habiamos hecho un diseno del que tan solo disponiamos de
dos pardmetros de diseno (a, ¢). Pero como el polinomio caracteristico es de
orden cuatro es imposible imponer un valor a todos los polos de lazo cerrado.
Como maximo seran dos polos reales o dos complejos conjugados. Si se im-
pusiese un polo dominante complejo conjugado, los valores de a y ¢ quedaran
fijados.
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A continuacion obtendremos unas ecuaciones que permiten calcular de ma-
nera sencilla los parametros (a,b) imponiendo valores aproximados de la so-
breelongaciéon maxima M, y del tiempo de establecimiento ¢, a la vez que
se garantiza la estabilidad del sistema de lazo cerrado.

10.1. Imposicién de un polo de lazo cerrado p”.

Supongamos que deseamos que el sistema de control tenga un polo de lazo

cerrado
H

p = ot + jw¥ (10.7)
y su conjugado, siendo el polo del motor —py; muy pequeno,

Py > Py > ol (10.8)

El polinomio caracteristico es
P(s) = s* + (par + ¢)s* + pares® + puc(a + ¢)s + pprac® (10.9)
Este polinomio debera tener la forma
P(s) = (s+a1)(s+az) ((s+ ")+ (w)?) (10.10)
donde —ay vy —aw seran los polos reales de lazo cerrado.

Identificando términos del mismo grado de P(s) obtenemos cuatro ecuaciones
ay +ay+ 20" =c+py
aran + 20 (o + as) + ((07)? + (w)?) = puc
(10.11)
20 ajan + ((07)? + (WH)?) (1 + a2) = pucla+ )
((0")? + (w")*)arag = parac®

Substituyendo ajas de la cuarta ecuacién en la segunda y en la tercera,
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tendremos las ecuaciones

a1+ 0o =Cc+py — as

1 1 ) ag
Qap + g =pyc| — — ac | — —

a3 a30a4 as
as 1 (10.12)
o1 +o =pycla+c— —ac| —
Qy Qy
109 = PprCc—ac
Qg
donde
as = 2O'H
ay = (O.H)Q + (wH)z (10-13)

Utilizando la primera y cuarta ecuaciones podemos observar que los polos
reales en lazo cerrado deben seguir la ecuacion cuadratica,
paac’

a? — (py + ¢ —az)a+ =0 (10.14)
Q4

Al resolverla nos damos cuenta de que es posible lograr que oy ~ pys +cy
as =~ 0 bajo ciertas condiciones en los valores de los diferentes pardmetros®.
Pero antes de seguir con este razonamiento veamos la forma de las soluciones
posibles de los pardmetros de disenio (a, c) ya que, dados los valores de pys y
pf quedaran completamente fijados.

Con la segunda y tercera ecuacion T2 vemos que

a 1 a?
PyC ((—3 — —)ac—a—c+ %) =2 (10.15)
ag  as as as
Con la primera y segunda ecuacién T2 vemos que
1 1 1 a
pMc( ac—i—(———)) = a3 —py — — (10.16)
asay Pm a3 as
Eliminando el factor py;c de estas dos ultimas ecuaciones,
a a? a2 a 1 a
—ac+ (2 — =) = (a2 — paras — ay) <(—3 — —Jac—a—c+ —
as bPm a3 aq Qg as
(10.17)

3Por ejemplo haciendo pys + ¢ > a3, a4 = py v 4a < 1. No obstante no nos in-
teresard que haya un polo real proximo a cero pero sabemos que este resultado es casi
inevitable.
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Despejando a lo podemos escribir en la forma
b
c+ B

Substituyendo esta relacion en T3 o IIIA se obtiene una ecuacién cibica
en ¢ que podemos escribir en la forma

a:50+

(10.18)

A — v +vic—1vy =0 (10.19)

10.2. Calculo de los parametros de diseno

En lo que sigue utilizaremos la siguiente relacién entre ag y ay,
ai = v%ay (10.20)
donde v € R*.

Puesto que a3 = 20" = 2¢7wl y ay = (c7)* + (w¥)? = w? lo que esta-
mos haciendo es introducir un parametro vy relacionado con el coeficiente de
amortiguamiento de los polos complejos del sistema de lazo cerrado,

v =2¢" (10.21)

Bajo esta condicién se obtiene que?

alc—90)=6(c——=)+0 10.22
(0= 8) = dle— ")+ 5 (102
donde
-1
Pm — 4 a3
0= o 0o = Oy (10.23)
Py — " 163
S = Pu ; 4 50 == 507712 (1024)
v =2
Py — V2 — 1(13

4No escribiremos aqui las engorrosas operaciones algebraicas que llevan a las ecuaciones
finales.
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5o —
0 21
Podemos comprobar que
2
1 .
0 — 8o =~ T T —an)
Y2 (2 = 1)2(par — 12 —03) TP s

(10.25)

(10.26)

Esta relacion es importante desde un punto de vista numérico porque mas
adelante haremos la aproximacién d ~ dy. Lo mismo puede hacerse con 4.

Podemos también comprobar que

Pm — 72 — 16L3
2 _ 3 2
a a a
C (—CLC _|_ _:; W—3) — _z /y
Y Pm Y Pm
que expresaremos en la forma
2 3
a a
c (—ac + —?2’m1> = —gmg
Y Y
Entonces
2 2 3
cl—clolc—=)+0 ) —|——m1(c—5)> = —mgy(c—0)
( < 7? Yipu) 2 72

Agrupando términos del mismo grado,

S — v +vc—vg=0

donde

Vg = — M2

a m
v = —3 (ml + (’72 — 1)~—2)

(10.27)

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)



Puesto que suponemos que pyp; > az podemos hacer las aproximaciones

mlzmlzmgzl,
3

a3
Vo = —
2
v, = a2 (10.32)

as
Vg = a3 <]_— 1 )
Y PMm

Haciendo el cambio de variable

b= = 10.33
C—_
a3 ( ° )

podemos expresar el polinomio cibico en ¢,

1
B (1- B2y = =0 10.34
V'pum 7’ (10-34)
que escribiremos como
& =0y + =0y =0 (10.35)

Teniendo en cuenta que az = 20 = 27w v v = 2¢* disponemos de los
dos pardmetros (¢7,wk) de los polos complejos de lazo cerrado.

Puede comprobarse utilizando el test de Routh que esta ecuacién siempre
tiene una raiz real positiva ya que admitiendo que vg > 0 habra uno o tres
cambios de signo en la primera columna de la Tabla de Routh. Si vy > vy > 0
entonces habra tres raices reales positivas o una real positiva y dos complejas
con parte real positiva.

Despejando a de la ecuacion MI28,

_ % 4 Cl T a3 <@)2 10.36
a cy? L 252 ~2 c (10.36)
En consecuencia,
ma
a>0 & c¢>a3— (10.37)
my




Haciendo la aproximacion m; = mo =~ 1, vemos que debe lograrse que ¢ > 1
en la ecuacién cubica para garantizar que el sistema de lazo cerrado sea
establel.

Haciendo el cambio de variable

i=— (10.38)

podemos expresar la ecuacién del parametro a en la forma

¢c—1

,-}/262

i = (10.39)

En la Tabla [0 se presentan algunos valores calculados a partir de las expre-
siones de los sistemas de segundo orden con una entrada escalén unidad® y

SHaciendo el cambio de variable z = ¢ — 1 en el polinomio ciibico y estudiando las
condiciones para que haya raices positivas quedaria concluido este estudio. No obstante
no lo vamos a hacer aqui.

6Es decir que para una tolerancia v = 2%,

4
oH

oH
M, :ei Wi )

p

ty =

También puede especificarse el tiempo de pico ¢, y el tiempo de subida ¢,

o
T—f
t pr—
T (,L)H
donde -
w
tan f = —
B —

La salida bajo condiciones iniciales nulas de un sistema de segundo orden (sin ceros) con
una senal de entrada escalén unidad es

————sin(wft + B)



~ ~ N A

pu o WH M, ts a3 Qg o Vg c a

100 3 1028 04 4/3 6 1146 3.18 0.39 1.36 0.62

Tabla 1: Datos de diseno.

utilizando las expresiones aproximadas de ¢ y a. La idea de este calculo es
mostrar un ejemplo numérico ya que el céclulo de la sobreelongacién méxima
M, y del tiempo de establecimiento t5 del problema del motor debe realizarse
con las expresiones completas del sistema de control disenado. No obstante
los valores de a y ¢ pueden tomarse como referencia para el diseno de los
controladores.

Podemos calcular los polos de lazo cerrado del polinomio caracteristico del
sistema de lazo cerrado dado por

P(s) = s* + (par + ¢)s* + pares® + purcla + ¢)s + prrac? (10.40)

Hemos utilizado la ecuacion caracteristica dependiente de (a, ¢) = (3,72;8,16)
siguiente:
s +108,165° 4+ 8165* 4+ 9700s + 24770 = 0 (10.41)

cuyas raices son aproximadamente

o1 = —3

gy = —101

H . .

pt = =214 48,7
ﬁH = _2a]- - j8)7

(10.42)

Como vemos no coinciden con los calculados con la técnica aproximada, pero
pueden ser aceptables”. No obstante son los esperados en cuanto a su ubi-
cacion en el plano complejo segiin hemos visto al analizar el lugar de raices
generalizado.

Puede comprobarse que se satisfacen las condiciones suficientes de estabilidad

del sistema de lazo cerrado dadas por las desigualdades [[Z32: a < pp y
2

c>

. Estas condiciones se obtuvieron suponiendo que a > 0 y ¢ > 0.
Pv —a

"Se ha utilizado el calculador “on line” de la pégina http://www.freewebs.com/
brianjs/ultimateequationsolver.htm.
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En este punto la resoluciéon del problema no ha finalizado, ya que deben
comprobarse los valores de las especificaciones de disefio, tanto de M, y i,
como de la constante de error K} (4) dada por la relacién 43,

_ Pmtc

K.(4) = =44x107% < K*(4 10.43
()= :(4) (10.43)

El resultado de diseno (preliminar) para un motor de funcién de transferencia
simplificada
1000
Gu(s) = ———
s(s +100)
son las funciones de transferencia de los controladores G.1(s) y Ge(s) dados
por las relaciones

(10.44)

0,816(s 4 3,72
Ge(s) = = (S: .72) (10.45)
0,816 s
os) = — 225 10.4
Geals) = =31 516 (10.46)

Como se ha senalado no vamos a hacer aqui el estudio completo. Sin du-
da seria conveniente realizar simulaciones computacionales utilizando algin
programa como OCTAVE o Matlab, por ejemplo. La recomendacion general
es que se haga un programa que permita variar los parametros (a,c) en un
determinado rango de valores calculando a la vez M, y t; del sistema de
control completo para diferentes senales de referencia, especialmente la senal
escalon. Hay que verificar siempre como responde el sistema a la rampa y a
la parébola, y conviene hacerlo para la senal polinémica de tercer grado (en

).

En general se recomienda programar un perfil trapezoidal y comprobar que
el seguimiento y supresion de la senal de referencia son los adecuados.

11. Comentarios sobre el diseno.

La seleccion de los polinomios de los controladores Fi(s) v Fy(s) puede no
ser satisfactoria en cuanto a las satisfaccion de las especificaciones de diseno.
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En este caso deberan elegirse otros, lo que supondra elevar el orden de los
controladores.

Podemos ver que el polinomio caracteristico dado por la ecuaciéon BI2 puede
expresarse en la forma

P(s) = §*N/(5) + Ky Np1(5) Dioy(s) (11.1)

por lo que la funcién G’(s) definida para la representacion del lugar de raices
anterior (expresion 4 se corresponde con

_ Npu(5)Dipa(s)

G'(s) s3N!(s)

(11.2)

donde Ngi(s) = KFlel(s).
En este caso general K = Ky, Kpy.

La eleccién de los polinomios supone una modificacién de la ubicacién de
los polos de lazo cerrado en el plano complejo. Es recomendable que estos
polinomios se elijan teniendo en cuenta dénde se desea que estén estos polos.
Hemos visto que el trazado aproximado y cualitativo del lugar de raices
generalizado podria ser una buena herramienta grafica para el analisis de
este problema.

Se recomienda realizar estos estudios desarrollando algtin programa simbdlico
y numérico que facilite el andlisis y la sintonizacién de los pardametros de los
controladores.
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