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1 Introduccion

1.1 Sistemas en lazo abierto y en lazo cerrado
Para comenzar nuestro estudio, hemos de saber que existen dos tipos de sistemas: Sistemas en lazo
abierto y sistemas en lazo cerrado. A continuacion detallaremos brevemente las diferencias entre ambos.

Un sistema en lazo abierto presenta la siguiente estructura:

r
K

%(t) . y(t)
Sistema

Siendo x(t) la entrada dada e y(t) la salida deseada. Por lo tanto la funcion de transferencia de este

sistema serd k= % . Si realizamos esta operacion en el dominio de la frecuencia mediante el uso de la
X

Y(s)

transforma de Laplace, obtendremos como resultado que G(S)=m de donde obtendremos que la
Y
entradaes X (s)= % . Realizando la transforma inversa de Laplace obtendremos la funcion x(t) o la

funcion k seglin nos convenga.

Cabe resaltar que este tipo de sistemas son inestables por lo que no los desarrollaremos durante
nuestro estudio

Un sistema en lazo cerrado (solucion retroalimentada) presenta la siguiente estructura:

ult) yit)
Contro Sistema

Sensor | G(s)

En nuestros casos idealizaremos el sensor suponiendo que su G(s) =1, lo cual nos va a simplificar
mucho los célculos de esta forma.:

El controlador es un sistema a disefar, en el cual buscaremos cumplir una serie de
especificaciones dadas por unos parametros tales como el tiempo de subida o el tiempo de
establecimiento. En todo controlador intentaremos que el error tienda a cero.



Si denominamos Gc a la ganancia del controlador y G a la ganacia del sistema, podemos establecer
la funcion de transferencia del sistema total , en el dominio de Laplace de la siguiente manera:
Y(s) _ Gx*Gce
H = =
(s) R(s) 1+Gx*Ge

1.2 Funcion de transferencia

Ya hemos hablado brevemente de la funcion de transferencia en el apartado anterior, pero ahora
daremos una definicién més formal. Llamaremos funcién de transferencia a la relacion existente entre la
salida y la entrada de un sistema en el dominio de Laplace tomando siempre condiciones iniciales nulas.
Este ultimo aspecto es el realmente importante dentro de nuestra definicion.

Dentro de este apartado aparecen ciertos conceptos que seran necesarios para explicar el resto de
nuestro trabajo.

Un cero es una entrada que no genera salida. Hablando en términos matematicos un cero es un
valor que anula el numerador.

Un polo es una salida con entrada nula. Implica condiciones iniciales no nulas por lo que dejaria de
existir una funcion de transferencia, ya que como hemos indicado solo se define para condiciones
iniciales nulas. En términos matematicos un polo es un valor que anula el denominador.

Para calcular los polos de la funcion de transferencia igualamos el denominador a cero. Como
nuestro trabajo se va a realizar como maximo con ecuaciones de segundo grado, obtenemos como
maximo dos polos. Definiendo el denominador como s’+a*s+b e igualando a cero, obtenemos que
podemos tener 3 posibles casos.

Si a’>4x*b entonces tenemos dos polos reales y distintos

Si a?=4x*b entonces tenemos un tnico polo real doble

Si a’<4x*b entonces tenemos dos polos complejos conjugados. La parte real nos dara la
amortiguacion y la parte imaginaria la oscilacion

Controlabilidad: A veces nos aparecera el problema de que el sistema no puede ser controlado.
Este problema suele ir asociado a la cancelacion de polos. Si esto sucede habria que revisar el modelo, ya
que la cancelacion significa que un sistema de orden superior puede expresarse como uno de menor
orden cosa que no es cierta. Las cancelaciones Unicamente son validas si no se cancelan los polos
inestables.

Estabilidad: Diremos que nuestro sistema es estable cuando para una entrada acotada obtengamos
una salida acotada.



1.3 Analisis del motor

H

Ve ﬂ |J—|
v
B

=

iy
1

ao

o —

T
L]

Arriba hemos representado graficamente nuestro motor. A continuacién definiremos los
parametros:

V= Voltaje inicial con el que se alimenta el motor
R= Resistencia que incluye la bobina al tratarse de una bobina no ideal

L= Bobina
Ve= Fuerza electromotriz en sentido inverso al de la alimentacion. Puede expresarse como
Kexq’

J=Momento de inercia

B=Rozamiento

Tao = Par mecanico. Puede expresarse de la forma Km *i

g= Posicion del motor.

Wm= velocidad del motor. Puede definirse también como la derivada de la posicion respecto al
tiempo.

Taof= Par de friccion

En este punto es importante resaltar, que esta es una vision muy simplificada de nuestro motor.

A continuacion planteamos el sistema de ecuaciones del cual saldrd nuestra funcion de
transferencia:

Ec. eléctrica: V' =Rx*i +L*(%)+ Ve

Ec. mecanica: Tao=J*q '+ Bxq '+ Taof

Ec. que relaciona las dos anteriores: Tao= Km*i

Si sustituimos:

V= R+ B Taof 4 (e ()% v Brg "+ Taof )+ Ve
_L*J*q’}"i_( L d

RxJ+L*xB R*B
= + +Rx*1T +(—)*(—)*(7
Km Kmx*q’’ Kmxq’ *Taof (Km) (dt) (Taof )

vV

En este primer modelo serd una simplificacion ya que tomaremos que no existe el par mecanico.
De el, hemos obtenido una ecuacion de tercer orden respecto a la posicion, que se convierte en una de
segundo orden respecto a la velocidad.

Si calculamos la funcion de transferencia de la funcién anterior obtenemos que para la posicion

3 Km
G<S)_s[(R+L*S)*(B+J*S)+Ke*Km]

Ahora bien, sabemos que la ganancia en velocidad es Gv (s)=s*%G(s). De aqui obtenemos que
la ganancia en velocidad es Gv=H (s)/1+H (s) con H (s)=Km* Kel[(R+Lx*s)*(B+J*s)|. De
aqui se deduce facilmente por el orden del denominador que la funcion tinicamente tiene dos polos, uno



relacionado con la parte eléctrica (primer término) y otro relacionado con la parte mecanica (segundo
término).

En este punto de la explicacion haremos un breve paréntesis para introducir un pequefio desarrollo
matematico. Si tenemos una funcion de transferencia de segundo orden de la forma

K . ., ) .
G(S )=?+a*s+b para cualquier k esta expresion se puede descomponer en fracciones simples

ol + o2
s—pl s—p2°
de su transformada inversa ya que son simples exponenciales en las cuales pl y p2 seran sus respectivos
coeficientes de amortiguamiento. En esta situacion de suma de dos exponenciales amortiguadas aparece
el concepto de polo dominante. Denominamos polo dominante a aquel de los dos polos que predomina
en la suma total de las dos sefiales, ya que una de ellas disminuird muy lentamente respecto a la otra,
haciendo que la influencia de la otra sea mucho menor.

como de donde las expresiones resultantes son facilmente reconocibles para el calculo

Una vez aclarado este punto y dados los valores de los diferentes elementos, podemos observar que
. L R __ B R , .
el polo dominante pertenece a la parte mecéanica ya que 7 > ~ con lo que 7 caerd mucho mas rapido
que el otro término.

Ahora bien, si queremos calcular la salida Y(s) teniendo como entrada el escalon, entonces

ol a2 .. .
*U (S)=S +p+T' Como tenemos condiciones iniciales nulas podemos

K
tenemos Y (s)=
S+

concluir que al = - a2.

Si realizamos la transformada inversa de Laplace obtendremos que la respuesta al escalon es
y(t)=a2*(1—exp(— p*t)) . Podemos calcular el valor de a2 de dos formas equivalentes.

La primera seria calcular el limite cuando t tiende a infinito de la expresion anterior con lo que
obtendremos que y(t) es igual a a2. Midiendo este resultado directamente del motor obtenernos que o2
son 5.18 V para una entrada a = 5V. La alternativa es aplicar el teorema del valor final que nos dice que
el limite anterior es igual al limite de S*Y (s) , obteniendo de esta manera el mismo resultado.

Para calcular el valor del polo, hemos utilizado Matlab. Si despejamos p de la expresion anterior
—In(1— ) (1)
obtenemos que  _ a2 ', tal y como se observa en la grafica anterior. De aqui deducimos que
t
nuestro polo se encuentra en p=42.11.



Localizacion del polo

i i i i i i i
a000 G000 Fooo gooo S000 10000 11000
Tension (Unidadeshkiatar)

Figura 1: Busqueda de la posicion del polo
En el gje X tenemos la tension medida en las unidades que nos proporciona el sistema (segtin los
calculos realizados 1V= 2184.4) y en el eje Y el valor en el que estard el polo. Con linea azul
representamos los valores generales y en verde la media que es la que nos lleva al establecimiento al

valor del polo. El programa que realiza esta funcion se puede observar en los archivos adjuntos.

2%
De aqui podemos obtener el valor de K =¥=43.64 . Con este resultado obtenemos que la

K

ganancia es G( 0)—; =1.036 , cercano a 1 que es el resultado que buscabamos.

Ademas para estos valores hemos realizado una simulacion de su respuesta al impulso tanto para
velocidad como para posicion cuyos resultados aqui reflejamos.

Step Response

Amplitude

D 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 0.1 0.0z 0.03 0.04 003 0.06 0.o7 0.0 0.09

Titne (sec)

Figura 2: Respuesta al escalon unitario para la funcion de transferencia de la velocidad
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Figura 3: Respuesta al escalon para la funcion de transferencia para la posicion




2 Estudio del controlador proporcional

2.1 Estudio teorico

Si volvemos al esquema en lazo cerrado y denominamos Kp a la ganancia del controlador y

m a la ganancia del sistema obtenemos que la funcion de transferencia del sistema es

H(s)=— B*Rp
s(s+p)+K*Kp -

Su respuesta al escalon tendra la misma forma que la que hemos definido en el apartado anterior ya
que tnicamente estamos multiplicando por una constante.

Como ya ha sido estudiado en asignaturas de circuitos, la respuesta sera diferente segtn el valor de
los términos de orden cero y uno del denominador. El término de orden cero es identificado con la
pulsacion de resonancia, y el término de orden uno es identificado con 2 veces la pulsacion de resonancia
por el coeficiente de amortiguamiento. Dependiendo del valor del coeficiente la respuesta toma diversa
forma:

1. Siel coeficiente es menor que 1 se genera una sefial exponencial amortiguada.

2. Si el coeficiente es igual a 1 se genera una sefal que es la suma de una constante mas una
exponencial.

3. Siel coeficiente es mayor que 1 se generan dos sefales exponenciales.

La salida de nuestros sistema para la entrada escalon sera
K* Kp*Vin
Y - H * R — . . . , . . .,
(s) (s)*R(s) (s 5% p+ K*Kp)#s Si identificamos términos deducimos que la pulsacion

de resonancia al cuadrado es wn’=K*xKp yque p=2*eps*wn .

De aqui podemos sacar que el valor del polo al cuadrado es igual a p?=4*eps* K*Kp . Como

2
buscamos el limite para eps=1 =ﬁ*Kp) . Si realizamos los calculos obtenemos que Kp=16.25

Ademas hemos realizado un estudio en Matlab para el célculo de este parametro y el resultado
obtenido se puede reflejar en la siguiente grafica

1] 2 40 G0 go 100 120 140 160 140 c0n

Figura 4: Variacion del coeficiente de amortiguamiento en funcion de la ganancia



Utilizando la funcion ginput del Matlab obtenemos que el valor de K para el cual se cumple que
Ep=1 esde 16.35, muy aproximado al calculo tedrico que habiamos realizado.

También hemos calculado la elongacién méxima a la que hemos denominado Mp y que se define

) pi*eps
como la exponencial de

la simulacién en Matlab.

—\/ﬁ ? . Tedricamente hemos obtenido el resultado siguiente, realizando
—eps

oy kU
5 T T T T T T T T T
= | #"_”_F_F_F’F 2
e
-
|
I
_5" 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 20 41 B0 an 100 120 140 160 180 200
Eps

Figura 5: Variacion del coeficiente de amortiguamiento maximo

El que los primeros valores sean negativos, es entendible ya que es para los momentos en los que
la sefial no se amortigua. Realmente no son valores negativos reales, sino imaginarios.

2.2 Estudio practico

A continuacion, reflejaremos una serie de resultados obtenidos con las medidas del motor y unos
sencillos programas que hemos programado y simulado en Matlab. En ellos ofrecemos la variacion de la
posicion, la velocidad, y el error variando el parametro K.

Para ello vamos a diferenciar dos casos, la entrada a un escalon constante y la entrada a una rampa,
variando la constante K o variando la pendiente de la rampa. Cabe destacar que en lo que se dibujara, la
entrada no sera exactamente una rampa sino la entrada que capta el motor como entrada.

Para el escalon podremos observar que a partir de K =15 se empieza a observar una pequefia
oscilacion correspondiente al punto que habiamos predicho. Esto se debe, al amortiguamiento subcritico
que se daba a partir de K= 16. Pasado un pequefio tiempo en el cual la funcioén de salida se encuentra en
régimen transitorio, se establece el régimen permanente.

A continuacion, se pueden ver unas cuantas graficas resultado de los experimentos realizadoss en
las que todas ellas estan hechas sobre un controlador de velocidad en lo cual variamos la K. El resultado
obtenido es el siguiente. Algunas de ellas estaran presentan una saturacion a partir de la cual, no nos es
interesante el estudio en esa parte.
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Figura 6: Simulacion del motor para un controlador proporcional con K=I.
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Figura 7: Simulacion del motor para un controlador proporcional con K=5.
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Figura 8: Simulacion de un controlador proporcional con K=25.
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Figura 9: Simulacion de un controlador proporcional con K=100.

2.3 Lugar de raices

Ahora estudiaremos la variacion de la posicion de los polos segin el método del lugar de raices. La
idea basica es que los valores de s que hacen la funcion de transferencia alrededor del lazo sea igual a 1
deben satisfacer la ecuacion caracteristica del sistema. Sea la funcion de transferencia
s X8l GL)
X(s) 1+G(s)xGc(s)
obtiene igualando el denominador a cero. Luego G(s)*Gc(s)=—1. Aqui habria que satisfacer la
condicion de angulo y la condicion de magnitud, pero el lugar de raices solo nos une los puntos que
cumplen la condicion de angulo. Dicha condicion es que la fase de G(s)xGe(s) es igual a un multiplo
impar de veces de 180° tanto en sentido horario como en sentido antihorario. Lo primero serd localizar
los polos en el eje real en lazo abierto. Ademas sabemos que el nimero de lugares de raices. Ahora para

. La ecuacion caracteristica para este sistema en lazo cerrado se



calcular las asintotas tomamos un punto muy lejano y realizamos el limite. Luego el angulo sera
180%(2k+1)

N°de polos
Como ya hemos ido viendo, sabemos que nuestra funcion de transferencia para la velocidad en el
Km
modelo simplificado en lazo abierto es H(s)= R*J en lazo abierto . Ademas sabemos que la
s+p
H(s)

funcion de transferencia para la posicién es G(s)= - Aplicando este desarrollo y la funcion rlocus

de Matlab hemos obtenido estos resultados para el modelo simplificado.

S Root Locus

System: sys
Gain: 1 81e-07
Pole:-0.0155

Daraping: 1

Overshoot (2.0 Overshoot (). 0
Frequency (radisecy: 0.0593 Frequericy (racdsecy 0.0155

s dstemi s

Imaginary Axis
I

Real Axis
Figura 10: Lugar de raices para el controlador proporcional para la funcion velocidad.

Debido a la baja resolucion y contraste de la imagen comentaremos los aspectos mas significativos
de la imagen.

Para la funcion de transferencia de la posicion la grafica del lugar de raices correspondiente es la
siguiente. Como vemos presenta dos polos. Uno en el origen incluido por la por el factor 1/s que
introduce la posicion por ser la integral de la velocidad. El otro que aparece es el mismo que ya teniamos
para la funcion velocidad.



Rout Locus
T

Imaginary Axis

Re;;‘fms
Figura 11: Grafica del lugar de raices para la posicion en el modelo simplificado.

Si no utilizamos el modelo simplificado encontraremos que la funcion velocidad es de orden 2 por
lo que su modelo se parecera bastante al modelo anterior

Imaginary Aris

Figura 12: Grafica del lugar de raices para la velocidad en el modelo no simplificado.

En el eje X tenemos la parte real y en el eje Y la parte imaginaria. El punto mas a la derecha
representa el polo eléctrico, que como ya dijimos anteriormente estd muy proximo al cero. El punto mas
a la izquierda representa el otro polo, aproximadamente localizado en 42. En estos puntos la ganancia es
cero. Siguiendo Unicamente esta rama, segiin vayamos aumentando la Kp del controlador , esta se ira
deslizando a lo largo del eje X hasta llegar al punto de ruptura, donde a partir de la cual el valor de la Kp
no nos da dos raices reales, sino dos raices complejas conjugadas. En esta grafica hemos sefialado los
puntos en los que el parametro “gain” se aproxima a 1. Si aumentaramos la Kp, la parte imaginaria de los
polos continuaria aumentando.



Para la posicion en el modelo no simplificado la cosa se complica ya que en esta ocasion tenemos
tres polos.

Root Locus
150 T

Imaginary Axis

Gain: 205 -
fr Pok: 1053581

Overshoot (1) 220 Dampies 0268

Frequsncy (asec) 77 uarsoot (1) 257

Frecpieney {rastsecy: 37.5

1001 =

-150
200 -150 100 50 0 50 100
Real s

Figura 13: Gréfica del lugar de raices para la posicion en el modelo no simplificado.

Cabe destacar que con la poca resolucion que ofrece el rlocus y mas aun reduciéndolo a esta
pequeiia resolucion. Un polo se encuentra en el cero y el siguiente se encuentra en un lugar muy proximo
al cero.

Como ventajas de este tipo de controlador frente a otro tipo de controladores podemos destacar que
obtenemos el resultado de forma instantinea. Como principales desventajas obtenemos la poca
proteccion frente al ruido y la imposibilidad de corregir algunos errores en régimen permanente.



3 Estudio del controlador Proporcional-integral

3.1 Estudio teorico

Como continuacion del ultimo parrafo del anterior epigrafe debemos destacar que el término
integral tiene la funcion de corregir el error que obteniamos. Ahora nuestra funcion va a depender de dos
parametros:

Kp, la ganancia de nuestro controlador y Ti, el tiempo en el que se integra.

. 1
La funcién de transferencia para el controlador sera Ge(s)=Kp(1+ Tivs )
Si escribimos la funcion de transferencia en lazo cerrado para el sistema en conjunto obtenemos
K *Kp*s+ Kx _Kp
. I .,
que para la velocidad es H(s)= y para la posicion
, Kx*Kp
s?+(p+ K*Kp)*s+ 7
H(s)= Ti
K*Kp
s+ pxs?+ K*xKp*s+ Ti

Las respuestas al escalon para el controlador de velocidad y el controlador de posicion obtenidas
mediante simulacién en Matlab son las siguientes

Step Responze

Amplitude

1 1 1 1
] 0005 0.0 005 0.02 0025
Time [3ec)

Figura 14: Respuesta al escalon para el controlador de velocidad



Step Responze

Amplituds

] 1 1 I 1 1
n] ons 01 015 0z 025 1]

Time (sec)

Figura 15: Respuesta al escalon para el controlador de posicion

El montaje que realizamos para su implantacion en la calculadora analogica es:

%1
ok I\\
-1 salida

7
PRGN

1 - Integrador

Figura 16: Montaje realizado en la calculadora analdgica para simular el PI

. : 1
Con este montaje nos queda que la salida (¢ )=Kp*e+ﬁf Kp*edt que es el esquema que

queriamos obtener.



3.2 Estudio practico

A continuacion reflejaremos algunas simulaciones que hemos realizado para el controlador
proporcional integral. Hemos analizado el caso de que la entrada sea un escalon. Para cada imagen se

adjunta el valor de Kp y Ti.

Kp=1, Ti=1
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Figura 17: Respuesta del motor al escalon con Kp=1y Ti=1
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Figura 18: Respuesta del motor al escalon con Kp=1yTi=5



Kp=8, Ti=25

a0 T T T T T
2 — e mensisanilin W Shmirs
150 i -
i
I
I
I
|
I
]
i |
o e Eo P Ao ottt =
I
- — = Posicidn
] ——~ VYelocidad
g Ry -
| Entrada
| 1
] |
|
! i
i 4
i i
aff Lol il
: . I
ﬂ b PR o - e A b B A, i [
I
- | | | | I I I I
a 05 1 15 # 25 3 35 4 45
tiempa
Figura 19: Respuesta del motor al escalon con Kp =5y Ti =25
Kp=25, Ti=5
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Figura 20: Respuesta del motor al escalén con Kp=25y Ti=5

En este ultimo caso podemos observar la aparicion de ruido a la entrada. Esto se produce porque la
entrada es muy rapida, si forzaramos mas incluso la entrada del motor, debido a que esta subiria mas
rapidamente aun, podriamos conseguir la ruptura del motor.



3.3 Lugar de raices

Ahora estudiaremos la variacion de la posicion de los polos del controlador antes a través del
lugar de raices.

Como ya hemos ido viendo, sabemos que nuestra funcion de transferencia para la posicion en el modelo

L ) _ Km*Ti*s+k ) )
simplificado en lazo abierto es (s)=— 3 D) ; en lazo abierto . Ademas
Tixs + p*Tixs "+ K*xTi*xs+K

sabemos que la funcién de transferencia para la velocidad es G(s)=H (s)*s . Aplicando este desarrollo
y la funcién rlocus de Matlab hemos obtenido estos resultados para el modelo simplificado.
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Esta imagen es la del estudio del PI con la constante integral 7i=1 que se ha mostrado en
apartado 3.2. Ademas, pese a que no se afiadido a la imagen por problemas de visibilidad, se ha podido
comprobar que los otros dos polos se encuentran en la recta real.
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En este estudio del lugar de raices, podemos apreciar que para una 7i=35 , nos encontramos en la
parte real mientras que la ganancia esté por debajo de poco mas de 1, y ya con los valores de estudio,
(K=1 y K=25)nos movemos por la zona compleja, estando K =25 fuera de la grafica.
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Aqui podemos apreciar como nuestros polos se encuentran en la parte compleja, paraun 7i=25



4 Estudio del controlador PID

4.1 Estudio teorico

4.1.1 Estudio basico

El esquema de un sistema en lazo cerrado con un controlador PID es el siguiente:

. + . - wit)
Tl :’/—-\1 elt] Ganancia de Controlador PID S

motor

Donde la funcion de transferencia del controlador PID viene dada por
1 .
H(s)=Kpx(1+Td*s +m) donde el término que aparece con Td corresponde a la parte

proporcional y el término que aparece con Ti pertenece a la parte integral. Cada una de las tres partes de
las que se compone el sistema nos ofrece una propiedad: La parte proporcional se encarga de estabilizar
el sistema, la parte integral se encarga de corregir el error en régimen permanente y la parte derivativa
funciona como un controlador predictivo del error de la salida del sistema.

Con la funcién de transferencia definida anteriormente podemos definir el controlador PID como
la suma de tres sistemas en serie, de la siguiente manera:

Kp

] + I+ ) vit)
(t) I,/—\\I elt] Ganancia de o Td *4 o

MoTor

Como problema importante nos encontramos que la parte derivativa del sistema no es una funcién
causal, por lo que normalmente se suele sustituir esta parte por la aproximacion de un sistema con un
cero en el origen y un polo muy grande, bastante alejado del que hemos venido usando durante todo este
Hd (s)= Kp*Td *s
desarrollo. Este término vendria dado por la expresion 14 5% Td donde N es suficientemente

N
grande para cumplir la hipotesis planteada. Si N tiende a infinito entonces nos queda que
Hd (s)=Kp*Td*s que coincide con la parte derivativa del sistema.




Si calculamos las funciones de transferencia en lazo cerrado para la velocidad y la posicion
G*Gc

—m entonces obtenemos

partiendo de la formula general para sistemas en lazo cerrado H (s)
las siguientes funciones:

i K% KpxTd*Ti* s’ + Tix K x Kpxs+ K *K,
Para la velocidad: H (s)= P ixs°+Ti D* S D

" Tixs(s+p)+K*Kp (Td*Ti*s?+Ti*xs+1)
Para | cion: H(s)= K Kpx(Td*Ti*xs’+Ti*s+1)
ara la posteion: Tiks?(s+p)+K+Kp(Td+Ti*s+Tixs+1)

Los ceros de esta ecuacion vendran dados por la ecuacion 7d *Ti*s’+Ti*s+1=0 . Si aplicamos

la formula de resolucion de ecuaciones de segundo grado nos quedara que los valores de s que hacen cero
. 1 Td )

la ecuacién son de la forma Z =m*(—1i\/ (1-4Y)) donde Y=E' Con esta consecuencia

sabemos que 4Td<T7i para que existan dos ceros reales. Si Y'=0.25 existird Gnicamente un cero

doble. Si definimos los ceros como —a y — B la funcion de transferencia del PID nos quedara

Ge= Kp*Td*(s+a)*(s+ ) donde a*f= y a+ﬂ=T—1d

1
Ti*Td

ud .

Potenciometro
Kp¥e

Sefia g”
Ordenador ul

alfad

Sumador Potenciomgtro

1,/Td

b s Salida
Z? I\H_ Sumador
1,/Ti

- Integrador

En el dibujo la parte superior comprende la parte derivativa (camino verde) y la parte inferior
(linea morada)la parte integral y la parte proporcional (linea roja).

Empezamos analizando la parte proporcional que es la mas sencilla. La entrada es la sefial
procedente del ordenador que es Kp*e. Como el sumador que colocaremos al final invierte
completamente la sefial y este término ha de ser positivo acorde a nuestra funcion de transferencia, le
colocamos anteriormente un inversor para que a la salida nos salga positivo.

En la parte integral, antes de pasar por el integrador introducimos un potencidmetro que
funcionara como la constante de tiempo 1/7i y que tiene que ser menor que la unidad. A continuacion



. - . -1
pasamos por el integrador y obtenemos como sefial proveniente de esta parte E* [Kpxe que al pasar

por el sumador perderd el signo negativo.

En la parte derivativa llamamos a su salida ud=ad*ul . Ademas integramos ud y la
multiplicamos por un factor Pd que es igual a 1/7d, parametro que serd controlado por un
potencidmetro.

Esta salida la sumamos a la entrada del ordenador con lo que obtenemos ul, que si lo sustituimos
en la ecuacion ya descrita anteriormente tenemos que la salida de la parte derivativa es
ud=—Kp*ad*e+10x fd*ad *| ud .

Si  sumamos todos los términos obtenemos la  salida total del sistema,

salida=Kp *e—i—%*pr*e-l—Kp* ad*e+10% fd *ad * [ ud
i

4.1.2 Estudio de las perturbaciones

Una vez analizando un sistema en conjunto, nos decidimos a analizar un sistema mas realista, es
decir, con perturbaciones. Por ello, nos encontramos frente a un sistema con dos grados de libertad, ya
que la perturbacion siempre es una sefal desconocida. Ademds, elegimos analizar aqui las
perturbaciones, ya que es el controlador mas amplio y con mejores prestaciones de los que hemos
desarrollado a lo largo de este estudio, y para ello, hemos optado por hacer una pequenia modificacion al
sistema, en la cual, como podemos observar en la imagen que hay a continuacion, hemos anadido una
parte derivativa 'extra’, la cual la sumamos a la salida de nuestro PID, manteniendo la forma del PID ya
que todos los sistemas usados son lineales.

I'\_,-/I k;:/} U Motor

Esquema de un controlador PID con perturbaciones

Para este analisis, partimos de las siguientes ecuaciones en lazo cerrado:

Yx GxGcel
- Hx=—=——"" . .,
N T 11 GexG Suponiendo para Hx que no hay perturbacion
Yd G
- Hl=—=—— : ~
D 1+GexG Suponiendo para Hd que no hay sefal de entrada

- Ge=Gcel+Ge2 Siendo Gel la ganancia del PID, Ge2 la del modulo derivativo y Ge la total.



Con ello, nos quedan como funcion de transferencia:

_ S
G(S)=W p2
] GC:KP*(1+Ti*S+Td*S)=Kp*Td*<S2+ le*s+TdiTi)=kp*(s+0;)*(s+ﬁ)
- oc—i-ﬁ:T—ld
' a*ﬁ=Td1*Ti

Y con todo ello, obtenemos:
Hd = Km Km=*s

s*(s— pl)+ Kmx*Gc _sz*(s—p])+Km*Kp*(s+a)*(s+,3)

Si suponemos que la entrada de las perturbaciones va ha ser un escalon constante, observamos
que el numerador se vuelve cero en el estado estacionario. Asi mismo, suponemos que los polos
dominantes seran complejos conjugados, por lo que s=—a =+ jb mientras que ¢l polo restante en lazo
cerrado ha de ser real con valor s=—c

Ahora, si desarrollaramos el polinomio caracteristico, obtendriamos las siguientes igualdades:
- 2%a+c=Km*Kp—pl
- A+ b +2%axc=Km* Kp*(a+ )
- (a*+b%)xc=Km*Kp*ax* f8

Con lo que dando los valores que nos interesen a los polos obtendremos los valores de control necesarios.



4.2 Simulaciones con Matlab

Utilizando el Matlab nos hemos servido para simular varias posibilidades que nos ofrece el PID.
Con las funciones en lazo cerrado calculamos su respuesta al escalon para determinados parametros:

Primer caso: Simulacion para la respuesta al escalon con parametros Kp=25, Td =5, Ti=25

Step Response
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Figura 21: Resultado obtenido para la velocidad

Step Response
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Figura 22: Resultado obtenido para la posicion

Si tomamos los mismos parametros que antes pero variando la Kp y haciéndola 10 obtenemos que:
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Figura 23: Resultado obtenido para la velocidad
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Figura 24: Resultado obtenido para la posicion

De lo que deducimos que una disminucion de Kp nos lleva a menor tiempo para conseguir el
régimen permanente y menor tiempo de oscilacion.

Si volvemos al caso original y disminuimos Tia 4 con Td a 1 que seria el caso extremo:



Step Response
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Figura 25: Resultado obtenido para la velocidad

Step Response
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Figura 26: Resultado obtenido para la posicion

Como se ve en las imagenes la disminucion de las constantes de tiempo provoca una respuesta
casi inmediata a la salida, mayor amplitud de oscilacion pero menor duracion. Con esto apenas
obtenemos régimen transitorio y rapidamente pasamos a régimen permanente.



4.3 Estudio practico

Con el montaje utilizado en la calculadora analdgica siguiendo el proceso desarrollado en el
estudio teorico hemos obtenido los siguientes resultados:

35 T T T T T T T T T

A 1

05+ 1

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 0z 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2

Figura 27: Resultado obtenido con la calculadora analogica

El eje X representa el tiempo y el eje Y la variacion en unidades representadas por el sistema
siendo la linea verde la velocidad y la linea azul la posicion a la salida del sistema. El tiempo de
establecimiento del régimen permanente es de 0.4 segundos. Se produce una sobreelongacion maxima de
7Voltios para una entrada de 5 en la primera oscilacion y de 2 V en segunda oscilacion. Podemos ver que
la posicion tiende a cero con el paso del tiempo, asi que pasado un tiempo = 1 segundo, permanecera en
su posicion. Los valores introducidos en la calculadora analdgica fueron en potenciometros de 10KQ
para el potencidometro de 8’95KCQ para la variable f=1/Td y de 9°54KQ para la variable ai=1/Ti.

Para reducir la sobreelongacion del sistema disminuimos el valor del primer potenciometro

35 T T T T T T T T

258 b

_DS 1 1 1 1 1 1 1 1
0 :
Figura 28: Resultado obtenido con la calculadora analdgica

Como podemos ver en este caso ya ni tan siquiera se produce una segunda sobeelongacion.
Ademas la amplitud de la primera se reduce a 2 V.



4.4 Lugar de raices

Ahora estudiaremos la variacion de la posicion de los polos del controlador antes a través del
lugar de raices.

Como ya hemos ido viendo, sabemos que nuestra funcion de transferencia para la posicion en el modelo
_ K*Td*Ti*s’+KxTi*s+K

Tixs’*(s+p)+K*Tixs+ K*TixTdxs’+ K
abierto. Ademas sabemos que la funcion de transferencia para la velocidad es G(s)=H (s)*s .
Aplicando este desarrollo y la funcion rlocus de Matlab hemos obtenido estos resultados para el modelo
simplificado.

simplificado en lazo abierto es H(s) en lazo
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Ambas imagenes son la misma, solo que la segunda muestra los valores de la K en funcion de su
posicion.

4.5 Calculadora analégica

En este apartado, se va ha analizar los problemas encontrados en el laboratorio al usar la
calculadora analdgica, la cual cuenta con elementos reales como son los amplificadores operacionales,
los cuales tienen una serie de limitaciones fisicas a la hora de utilizarlos, como son la tension de
saturacion o el offset a la salida propio de los amplificadores.

4.5.1 Saturacion

Este problema aparece al tener que usar sumadores o integradores, donde el amplificador
operacional encargado de dicha funcion, se ve obligado a sumar diversas sefales, las cuales, si tienen
demasiada amplitud pueden llegar a requerir una tension de salida superior a la tension de alimentacion
del amplificador lo cual causa que la salida deje de mantener una relacion lineal con la entrada y pase a
generar una sefial continua mientras que en la entrada se tienen unas sefiales que varian con el tiempo,
estando su resultado matematico de la operacion por encima del valor de saturacion. Esto causa que el
sistema deje de controlar correctamente y el sumador/integrador se comporte como una entrada de
tension continua independiente de la entrada, por lo que, en el sistema de PID estudiado en este apartado,
si todos los sumadores/integradores estuvieran saturados, la funcion de transferencia del controlador



Vsat . ., s .
serfa, Gc= . siendo Vsat la tension de offset del Gltimo sumador. Como se ve, se ha perdido toda

relacion con la entrada asi como todas y cada una de las partes que componian el PID.

Este es un problema que se corrige en el disefio, y para ello hay dos vias. La primera consiste en
ajustar las tensiones de entrada de nuestro sistema para que se mantengan dentro de un margen que
sabemos que no saturard ninguno de nuestros amplificadores. Este método nos puede acarrear problemas
ya que algunas aplicaciones pueden requerir de altas tensiones para trabajar por lo que el precio de
nuestro controlador se dispararia si usaramos siempre amplificadores capaces de suportar esas tensiones,
lo cual nos lleva a la segunda opciodn, que consiste en atenuar la entrada a nuestro controlador para asi
evitar que se sature el sistema, y luego, la salida final amplificarla lo atenuado para que, si tomamos todo
el controlador integro como una 'caja negra', este nuevo controlador sea indistinguible de el modelo
anterior sin esta etapa de atenuacion-amplificacion. Este sistema, también tiene un defecto y es que al
atenuar la sefial, se pierde resolucion y se reduce la robustez frente al ruido interno del controlador, ya
que la sefial de entrada se ve reducida para evitar la saturaciéon. A cambio, nos ofrece la posibilidad de
generar un controlador con componentes normales, y luego aplicarlo a un sistema de alta potencia
simplemente afiadiendo el atenuador y el amplificador previamente descritos.

4.5.2 Offset

Este problema también viene causado por los amplificadores operacionales reales, ya que estos a
la salida, ademas de ofrecer una senal lineal para con la entrada (suponiendo que no hay saturacion)
ofrece una tension constante propia de la fisica interna del propio amplificador e independiente de la
sefial de entrada. Esto causa que el sistema nunca alcance el un régimen permanente en el valor deseado
ya que el offset siempre estard presente. Ademas, en el caso de los derivadores, como han sido
implementados con un integrador y un sumador, este ligero offset siempre se estd sumando a la entrada
del integrador favoreciendo su saturacion. Para mitigar este efecto la tnica posibilidad seria recurrir a
usar un método visto antes, pero a la inversa, es decir, podriamos intentar trabajar con la sefial pre-
amplificada, para que luego al atenuarla al final de controlador, el offset se vea dividido por un nimero
suficientemente alto como para que su efecto sea despreciable.

En nuestro caso préctico, si pudiéramos pre-amplificar la sefial con un x10, luego nuestro offset
de salida se veria reducido a escasos mV, la cual podria ya resultar despreciable a efectos practicos, pero
esta medida nos es inviable ya que nos obligaria a saturar el sistema.

Finalmente, otra posible opcion que podria ser planteada es la inclusion de un filtro a la corriente
continua, que es la generada por el offset, pero a poco que se empieza a pensar en su implantacion queda
patente su inviabilidad ya que el propio sistema trata de tender hacia un valor estable, que genera también
una corriente continua, y que obviamente, se veria afectada por el filtro.
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6 ANEXO: Codigo de Matlab

Codigo empleado para calcular los polos:

%X son los valores que alcanza el motor

%t es el tiempo es en el que lo alcanza

x =[4801.5 5025.5 8278.5 9439.5 10232.5000000000000000 11058.5000000000000000];
t=[0.0135540002956986 0.0143120000138879 0.0300789996981621 0.0417600013315678 0.0550389997661114
0.0903519988059998];

%Calcula el lugar donde se encuentra el polo realizando la media.

%No se ha utilizado la funcién mean aunque también era posible
y =-log ( 1-(x/11320))./t

¢ = sum (y)/length(y)

d=[cccccc]

plot(x, y, 'b', x,d,'g")

xlabel ('Tension (UnidadesMotor)')

ylabel ("Localizacion del polo')

grid

axis ([4500 11500 40.7 44])

Caodigo empleado para el calculo de la elongaciéon maxima:

Kp=[152550100200];

Ep=(10.16./Kp).~(1/2)

Mu = 5*exp ( -pi*Ep./sqrt(1- Ep.~2))
%Elongacion en funcion de Kp
subplot (2,1,1)

plot( Kp, Ep, 'g--")

grid

title (' K'y Ep')

xlabel ('K')

ylabel ('Ep")

[x y] = ginput(1)

subplot (2,1,2)

plot (Kp, Mu, 'b--)

grid

title (‘Kp y Mu')

xlabel ('Kp")

ylabel (‘Mu')

Epn=1[0:0.1:1.3];
Kn=10.16./Epn."2;
Mun= exp ( -pi*Epn./sqrt(1- Epn."2));



Codigo empleado para mostrar los resultados de un experimento con un controlador PI:

format long
load 'PI1_1'
load PIS I
load 'PI25 1
load 'PI50 1'
load 'P1100 _1'
load 'P1200 1'

x1=PI1_1(,1);

yl =PI1_1(;,3)./2184.5;
x2=PI5_1(,1);

y2 =PI5 1(;,3)./2184.5;
x3=PI25_1(,1);

y3 =PI25 1(;,3)./2184.5;
x4 =PI50_1(,1);

y4 =PI50 1(:,3)./2184.5;
x5=PI1100_1(:,1);
y5=PI100_1(:,3)./2184.5;
x6 =P1200_1(:,1);

y6 =P1200_1(:,3)./2184.5;

figure

subplot (3,1,1)

plot( x1, y1, 'g--")
title ('Kp=1, Ki=1")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,2)

plot( x2, y2, 'g--"
title ('Kp=5, Ki=1")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,3)

plot( x3, y3, 'g--"
title ('Kp=25, Ki=1")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')

figure

subplot (3,1,1)

plot( x4, y4, 'g--"

title ('Kp=50, Ki=1")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,2)

plot( x5, y5, 'g--")

title ('Kp=100, Ki=1")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,3)

plot( x6, y6, 'g--")

title ( 'Kp=200, Ki=1")



xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')

figure

plot (x1,y1,'g-", x2,y2,'b--'x3,y3,'r:", x4,y4,'c-.', Xx5,y5,k--', x6,y6,'m-.")

legend ('K=1', 'K=5', "K=25', 'K=50", 'K=100', 'K=200', 'Location’, 'SouthEast')
grid

xlabel ('Tiempo'")

ylabel ('Velocidad')

Codigo empleado para representar graficamente los datos obtenidos con un PID:

load PID 2.txt

%O0btiene los datos del fichero PID2 y los pinta
x=PID 2(;,1);

y=PID 2(:,2);

7z=PID 2(:,3);

t=PID _2(:4);

plot (x,y,'g,x,z,b", x,t,'T")

Codigo para observer la variacion de un Pl segun la variacion del parametro Ti

format long

load 'Rampall'
load 'Rampal2'
load 'Rampal3'
load 'Rampal4'
load 'Rampal5'
load 'Rampal6'

x1 =Rampal1(;,1);

yl =Rampall(;,3)./2184.5;

x2 =Rampal2(;,1);

y2 =Rampal2(:,3)./2184.5;

x3 = Rampal3(,1);

y3 =Rampal3(;,3)./2184.5;

x4 = Rampal4(,1);

y4 =Rampal4(:,3)./2184.5;

x5 =Rampal5(,1);

y5 =Rampal5(:,3)./2184.5;

x6 = Rampal6(:,1);

y6 = Rampal6(:,3)./2184.5;

s1 =Rampal 1(7374:7384,1);

t1 =Rampal 1(7374:7384,3)./2184.5;
s2 = Rampal2(2384:7384,1);

t2 =Rampal2(2384:7384,3)./2184.5;
s3 = Rampal3(2384:7384,1);



t3 = Rampal3(2384:7384,3)./2184.5;
s4 = Rampal4(2384:7384,1);
t4 = Rampal4(2384:7384,3)./2184.5;
s5 = Rampal5(2384:7384,1);
t5 = Rampal5(2384:7384,3)./2184.5;
s6 = Rampal6(2384:7384,1);
t6 = Rampal6(2384:7384,3)./2184.5;

figure

subplot (3,1,1)

plot( x1, y1, 'g--")
title ('K=1, alfa=5")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,2)

plot( x2,y2, 'g--")
title ('K=5, alfa=5")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,3)

plot( x3, y3, 'g--")
title ('K=25, alfa=5")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')

figure

subplot (3,1,1)

plot( x4, y4, 'g--")

title ('K=50, alfa=5")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,2)

plot( x5, y5, 'g--")

title ('K=100, alfa=5'")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')
subplot (3,1,3)

plot( x6, y6, 'g--")

title ('K=200, alfa=5'")
xlabel ('Tiempo'")
ylabel ( 'Velocidad')

max 1= max(yl);
max2=max(y2);
max3=max(y3);
max4= max(y4);
max5= max(y5);
max6=max(y6);

max=[max ] max2 max3 max4 max5 max6]
meanl= mean(tl);

mean2= mean(t2);
mean3= mean(t3);



meand= mean(t4);
mean5= mean(t5);
mean6= mean(t6);
mean= [meanl mean2 mean3 mean4 meanS mean6]

difimax = (max-mean)./mean

Codigo para la respuesta de tercer orden

format long

Ke=2.2*10"-2;
1~=0.00058;
J=1.4 *10"-6;
B=9.3*10"-5;
R=5.3;
Km=2.2*10"-2;
V=35;

g =tf ((Km],[(J*L) (R*J+B*L) (Km*Ke+R*B) 0])
bl =2zpk(g);

pl=blp{:}

rlocus (g)

%Respuesta al escalon para la funcion de velocidad
num =[Km];

den =[L*J L*B+R*J R*B];

step (num, den);

pause

%Respuesta al escalon para la funcion de posicion
denp =[L*J L*B+R*J R*B+Ke*Km 0];

step (num, denp)

Cdédigo para la simulacion del motor con un controlador PID

Kp=25;

K=43.64;

p=42.11;

Vin=5;

Td=1;

Ti=4;

%Respuesta al escalon para la funcion en Velocidad de un controlador PID
num= [K*Kp*Vin*Ti K*Kp*Vin];

den= [Ti p*Ti+K*Kp*Ti K*Kp];



step (num, den)

pause

tf (num,den)

denl =[Ti p*Ti K*Kp*Ti K*Kp];

%Respuesta al escalon para la funcion en Posicion de un controlador PID

step(num, denl)

Codigo para la simulacion del motor con un controlador Proporcional y con un PI

K=43.64;

p=42.11;

Vin=5;

Ti=5;

Kp=25;

Td=1;

%Respuesta al escalon para la funcion en Velocidad de un controlador Proporcional
numl = [K*Kp*Vin];

denl =[1 p+K*Kp];

step (numl1, denl)

pause

%Respuesta al escalon para la funcidon en Posicion de un controlador Proporcional
num?2 =[K*Kp*Vin];

den2 =[1 p K*Kp];

step(num2, den2)

pause

%Respuesta al escalon para la funcion en Velocidad de un controlador Proporcional-Integral
num3 = [TiI*K*Kp*Vin K*Kp*Vin];

den3=[Ti p*Ti K*Kp*(1+Ti) ];

step(num3, den3)

pause

%Respuesta al escalon para la funcion en Posicion de un controlador Proporcional-Integral
num4=[K*Kp*Ti*Vin K*Kp*Vin |;

dend=[Ti p*Ti K*Kp*Ti K*Kp];

step(num4, dend);
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