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1. Estructura del documento

Este documento pretende servir como guia de todo el procedimiento
seguido para llevar a cabo el disefio de un controlador de posicion de dos
grados de libertad para un motor de corriente continua.

El documento esta organizado del siguiente modo. Tras esta breve
introduccion, el apartado 2. Estudio del motor en lazo abierto como sistema
de 3° orden comienza con un analisis del motor que utilizaremos para
nuestro disefio. Este apartado proporciona el modelo matematico del motor
necesario para realizar todos los estudios posteriores

Tras dicho andlisis, desarrollamos el apartado 3. Aproximacion del motor
en lazo abierto como sistema de 2° orden, fundamentalmente teorico. Este
apartado realiza una simplificacion del modelo obtenido en el apartado
anterior que nos permitird razonar sobre la planta como un sistema de
segundo orden.

En el apartado 4. Caracterizacion de los parametros de diserio presentamos
la aplicacion elegida para nuestro motor y las especificaciones en el
dominio del tiempo y de la frecuencia que esperamos cumplir en nuestro
disefo.

Tras elegir nuestros objetivos y, antes de comenzar con el disefio del
controlador propiamente dicho, desarrollamos el apartado 5. Estudio del
motor en un sistema en lazo cerrado. En esta seccion cerramos el lazo de
realimentacion de nuestro sistema y estudiamos las implicaciones. Ha sido
de gran ayuda para realizar el apartado 6. Diserio de un controlador de dos
grados de libertad en el que explicamos detalladamente los pasos seguidos
para obtener nuestro controlador. El objetivo del apartado 7. Estudio
del controlador diseriado es verificar que nuestro sistema cumple las
especificaciones esperadas.

Finalmente, incluimos los apartados 8. Comentarios finales, 9. Referencias
bibliogrdficas y 10. Anexo: Codigo de las simulaciones. En este ultimo
aparece la implementacion en Matlab de los programas realizados durante
el presente estudio.



2. Estudio del motor en lazo abierto como sistema de
3 orden

2.1 Calculo de las ecuaciones diferenciales

Un motor de corriente continua puede modelarse segin el siguiente
esquema:

T

i(t)

d’g(t)/dt*
u(t) es(t) CD# .

Figura 1: Modelo del motor de corriente continua

En lo sucesivo utilizaremos la siguiente nomenclatura:

= ¢u(t) es la tension en bornas del motor. Se mide en V.

= i(t) es la corriente que circula por el motor. Se mide en A.
= u(t) es la entrada que introducimos al motor. Se mide en V.
= 0(t) es el angulo de giro del motor. Se mide en rad.

= R es la resistencia del motor. Se mide en Q.

= L es inductancia del motor. Se mide en H

= Jes la inercia del motor. Se mide en kg-m®.

= B es el coeficiente de rozamiento. Se mide en N-m-rad/s.
= tes el par del motor. Se mide en N-m.

= 1 es el par de la carga. Se mide en N-m.

=k, es la constante de FEM. Se mide en V-s/rad.

» k; es la constante de par. Se mide en N-m/A.



Sabemos que en un motor de corriente continua se verifican las siguientes
relaciones para la tensiéon en bornas del motor, ey(t), y para el par del
motor, T:

eb(t) = kl %

7 = k,i(t)

Planteamos las ecuaciones diferenciales del circuito con ayuda del esquema
de la pagina anterior:

u(t) = Ri()+ L d;(tt)

+e,(1)

2
ro g 00 0w
dt dt

L

Sustituyendo en estas ecuaciones diferenciales las expresiones de ey(t) y ©
obtenemos las siguientes igualdades:

L di(n) |, doq)
u(t)=Ri(t)+L % + k, 7
ki) = g 00 | pd00

dt dt

Por simplicidad consideramos que el par de la carga es nulo, es decir, que,
7, =0. De esta forma las ecuaciones diferenciales que rigen el
funcionamiento del motor de corriente continua se reducen a las siguientes
expresiones:

o di(t) do(t)
u(t)=Ri(t)+L 7 + k, &
ki) = szé?(t) +Bdé’(r)

dt dt



2.2 Calculo de la funcion de transferencia en lazo abierto

Nuestro objetivo en este apartado es determinar en el dominio de Laplace
la siguiente funcion de transferencia del motor:

O(s)
U(s)

G(s) =

Esta expresion relaciona la transformada de Laplace de la salida, ®(s), con
la transformada de Laplace de la entrada, U(t). Resultard indispensable para
poder realizar las simulaciones oportunas en Matlab.

Para calcularla partimos de las ecuaciones diferenciales obtenidas en el
apartado anterior:

o di(t) . do(r)
u(t)=Ri(t)+L i +k, &
kyi(t)=J d’0) | pdo(1)

dr dt

Teniendo en cuenta las siguientes propiedades de la transformada de
Laplace para la derivada de una funcion:

L'M} = $F(s)~ £(0)
@

EwiG
dt

}st(s)—s-fm)—ﬂO)

obtenemos la transformada de Laplace de las ecuaciones diferenciales del
motor:

U(s) = R-I(s)+ L[sI(s)—i(0)]+ k,[s®(s) - 6(0)]
kyI(s) = J|s°0(s) - s6(0) - (0) |+ B[s0(s)-6(0)]

Por simplicidad consideramos condiciones iniciales nulas, es decir, que se
verifican las siguientes relaciones:

i(0)=0 0(0)=0 0(0)=0



De esta forma las expresiones anteriores se reducen mucho:
U(s)=R1(s)+ LsI(s)+ k,sO(s)

k,1(s) = Js*O(s) + BsO(s)

Despejamos I(s) de la segunda ecuacion:

_ Js*O(s) + BsO(s) _ (JS2 +Bs)

I
(5) a a

O(s)

Sustituimos el resultado en la primera ecuacion:

U(s) = RI(s) + LsI(s) + k,s0(s) =
U(s) = (Ls + R)I(s) + k,50(s) =
U(s) = (Ls + R)(Jszk—:B‘*)(a(s) + k,5O(s) =
U(s) = _(Ls + R)(JSZ—:&) + kls}@)(s) =
Uis) [(Ls+ R)(Js2k+ Bs)+ klkzs} o) _
Uis) = lJLs? + (JR + BL)s + (BR + kk, )Js o)

k2

Por lo tanto, la funcién de transferencia de posicion para el motor de
corriente continua es:

O(s) _ k,

G(s)= U(s) - lJLSz +(JR+BL)S +(BR +kik, )}y




2.3 Simulacion en Matlab del motor en lazo abierto

Para realizar la simulacion del motor de corriente continua hemos utilizado
los datos proporcionados para el servomotor 117419 de Maxon:

» R=4910
= L=7422puH=7422-10°H

= J=438gcm’=43,8-10" kg m’

* B=10"Nmrad/s

" k;=32,18 107 V-s/rad

» k,=32,18 mN'-m/A = 32,18 10° N'-m/A

Resaltamos dos cosas:

= La constante de rozamiento B no aparece en la hoja de
caracteristicas por lo que hemos tomado un valor muy pequeiio,
aproximadamente nulo.

= Hemos obligado a que el valor de k; sea igual al valor de k, en
unidades del S.I. puesto que sabemos que se debe cumplir.

Con estos datos y la funcion de obtenida en el apartado anterior, 2.2
Calculo de la funcion de transferencia en lazo abierto, hemos realizado
una simulacion en Matlab. Dicho entorno ha resultado una herramienta
indispensable para la ejecucion del presente disefio puesto que facilita
enormemente la tarea de calculos y obtencion de graficas.

Los detalles del codigo se pueden ver en el punto /0. Anexo. Codigo de las
simulaciones

En los diferentes estudios que realicemos a lo largo del trabajo incluiremos
los siguientes resultados:

= Diagrama polos-ceros de la funcion de transferencia.
= Respuesta del sistema al escalon, rampa y parabola.
= Diagrama de Bode.

= Diagrama de Nyquist.



2.3.1 Diagrama polos-ceros. Conclusiones

Para la obtencion de los polos y ceros de la funcion de transferencia del
motor en lazo abierto partimos de dicha funcién, calculada en el apartado
2.2 Cdlculo de la funcion de transferencia en lazo abierto:

_ O(s) _ k,
S U(s)  [JLs* +(JR+BL)s +(BR +kk, )Js

G(s)

Es inmediato ver que el sistema en lazo abierto:

" No tiene ceros, puesto que no hay valores que anulen el
numerador de la funcion de transferencia.

" Tiene tres polos dado que el denominador es un polinomio de
grado 3. Uno de ellos esta en el origen. Los otros dos deben ser
polos reales porque si fuesen complejos querria decir que el
motor tiene una respuesta oscilatoria.

Calculamos analiticamente la posicion de dichos polos mediante la
conocida expresion para la resolucion de ecuaciones de segundo grado:

[Ls* + (JR + BL)s + (BR+ k,k, )|s = 0 SN

(JR+BL)+ \/(JR +BL)’ —4JL(BR + kk, )
2JL

p, =0 y Pz =

Sustituyendo los valores indicados anteriormente obtenemos que los polos
del sistema estan en:

] pl = O
= p,=-50,808
" p3=-6566,943

Con ayuda de Matlab hemos comprobado que los resultados obtenidos de
forma analitica y mediante la funcidon #2zp() coinciden, como era de
esperar.



Para representar graficamente el diagrama de polos y ceros del sistema
utilizamos la funcién proporcionada por Matlab denominada pzmap(), que
recibe como argumento nuestra funcion de transferencia. La grafica
obtenida es la siguiente:

Diagrama polos-ceros de la funcion de transferencia del motor en lazo abierto
1 T T T T T T

0sr =

06 - 4
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Figura 2: Diagrama polos-ceros de la funcion de transferencia del motor en lazo abierto

Observando la grafica podemos comprobar de un solo vistazo que:

= Los tres polos de la funcion de transferencia del motor en lazo
abierto son reales.

= Uno de los polos esta situado en el origen. Por lo tanto el sistema
es de tipo 1.

= Existe de forma clara un polo dominante. El polo dominante es el
que estd situado mas cerca del origen, en la posicion
p2 = - 50,808. Este hecho justifica la aparicion en el presente
estudio del apartado 3. Aproximacion del motor en lazo abierto
como sistema de 2° orden, donde eliminaremos de la funciéon de
transferencia el polo no dominante.

» Se trata de un sistema criticamente estable puesto que tiene un
polo en el origen y el resto se encuentran en el semiplano
izquierdo del plano complejo s.

= Se trata de un sistema de fase minima puesto que no tiene ceros ni
polos en el semiplano derecho del plano s.



2.3.2 Respuesta al escalon, rampa v parabola. Conclusiones

e Respuesta al escalon

La respuesta del sistema a un escalon unitario vendra dada por la siguiente

expresion, donde hemos tenido en cuenta que la transformada de Laplace

de un escalon u(t)=1 es Us) =L
S

ky 1
JR +BL)s +(BR +k/k, )ls s

O(s)=G(s)U(s) = lJLsZ +(

k2
lJLs® + (JR+ BL)s + (BR + k,k, ) s*

0(t) =L [0(s)]= L

Aunque el calculo de 0(t) es complicado, podemos determinar facilmente el
valor en régimen permanente utilizando el Teorema del Valor Final:

k
0(1),.» = limé(r) = lims-0(s) = lims- - -
() =M O() = lims-O(s) = lims VLs> +(JR + BL)s + (BR + k/k, ) s -

Este resultado nos permite concluir que si alimentamos el motor con un
escalon de 1 V, el motor comenzard a girar indefinidamente. Esto es debido
a que el sistema es criticamente estable. Podemos visualizar este resultado
con ayuda del comando step() de Matlab:

w10 Respuesta & un escaldn unitario del mator en lazo abierto
45

35

Salida (rad)

L L
u} 500 1000 1500
Tiempo (sec)

Figura 3: Respuesta a un escalon unitario del motor en lazo abierto



e Respuesta a una rampa

La respuesta del sistema a una rampa vendra dada por la siguiente
expresion, donde hemos tenido en cuenta que la transformada de Laplace
de una rampa u(t)=¢ es U(s)=L22
S

k, L
lJLs? +(JR + BL)s + (BR + k,k, )}s s°

A(s) = G(s)U(s) =

4 o ky
0(t)=1L [®(S)]—L lJLsz+(JR+BL)S+(BR+k1k2)}Y3}

Como hemos comentado para el caso de la respuesta al escalon, el calculo
de 0(t) es complicado. Sin embargo podemos determinar facilmente el
valor en régimen permanente utilizando el Teorema del Valor Final:

k
0(1) » = limO(t) = lim s-0(s) = lim s : -
().p =mO(7) = lims-O(s) = lim s [JLSZ +(JR + BL)s + (BR + kk, )193 N

Para visualizar el resultado de forma grafica utilizamos los comandos
Isim() y plot() de Matlab:

Respuesta a una rampa del motor en lazo abierto
T

Salida (rad)

1 1
a 5 10 15
Tiempo (sec) ETIM

Figura 4: Respuesta a la rampa del motor en lazo abierto

Comprobamos que, efectivamente, la salida crece indefinidamente. Esto
quiere decir que, para una rampa como entrada, el motor mantiene su giro
indefinidamente.
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e Respuesta a una parabola

Teniendo en cuenta que la transformada de Laplace de una parabola

ult)=¢* es U(s):%, podemos obtener la salida del sistema para dicha
S

entrada asi:

k, L
lJLs® +(JR + BL)s + (BR + k/k, )}s s°

A(s) = G(s)U(s) =

kZ
lJLs® +(JR + BL)s + (BR + k,k, )}s*

0(t)=L"[0(s)]=L"

Como hemos comentado para el caso de la respuesta al escalon y de la
rampa, el calculo de 6(t) es complicado. Sin embargo podemos determinar
el valor en régimen permanente utilizando el Teorema del Valor Final:

k
0(1) ,» = lim () = lims-0(s) = lim s- ) -
(1) =limO(r) = lims-O(s) w0 [ILs? + (JR+ BL)s + (BR+ ko, )*

Podemos visualizar este resultado con ayuda del comando I[sim() de
Matlab:

Respuesta a una parabola del motor en lazo abiertto
T T T T

Salida (rad)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 1 2 3 4 5 5 7 B 9 10
Tiempo (sec) w10t

Figura 5: Respuesta a una parabola del motor en lazo abierto

Como en el caso de la rampa, también comprobamos que la salida crece
indefinidamente. Por lo tanto, para una pardbola como entrada, el motor
nunca para de girar.

11



2.3.3 Diagrama de Bode. Conclusiones

En este apartado vamos a obtener el diagrama de Bode de la funcion de
transferencia del motor en lazo abierto. Como es bien sabido, el diagrama
de Bode representa el modulo y la fase de la respuesta en frecuencia de un
determinado sistema.

Para obtenerlo comenzamos calculando la respuesta en frecuencia de
nuestro motor:

O(s) k,
G(s) = -
=7 (s) |JLs® +(JR+BL)s+(BR+kk, )}s -
k
G — 2
(s) JLs® + (JR+ BL)s* + (BR + k,k, )s -
G(jw)=G(s) . = b =
/ o~ JL(jw) + (R + BLYjo) +(BR+kk, Y j)
G(jw) = b =
T e - (JR+ BL)w” + j(BR + kk, )o
G(jo) = “

—(JR+BL)®* + j|(BR + k k, Joo — JL@>’ |

A partir de ella determinamos su modulo y fase:

kZ
JUR+ BLY & +|(BR + kb, Yo - JLo*

G(jw)|=

(BR + k,k, )o — JL&®
~(JR + BL)w’

arg(G( Jj a))) = —arctg

Matlab proporciona la funcién bode() para realizar todos los calculos
anteriores y su representacion grafica de forma sencilla.

12



Haciendo uso de la funcion indicada, el resultado alcanzado es el siguiente:

Ciagrama de Bode del motar en lazo abierta

a0

ldagnitude (48]

=200 F

-250

n
=
T

=100

=150

-a0

-135 -

Phaze (deq)

D o

Rir.10 | ST

-180 -

10

10" 10" 10° 107 10 10° 10°
Freguency (radfzec)

Figura 6: Diagrama de Bode del motor en lazo abierto

Del diagrama de Bode se puede extraer mucha informacion. Para ello
hemos realizado un programa en Matlab que calcula algunos parametros
caracteristicos de la respuesta en frecuencia del sistema:

= El motor funciona como un filtro paso bajo en frecuencia. El
ancho de banda es:

_ rad
B=3697 A

= Podemos determinar la posicion de los polos buscando los puntos
donde cambia de pendiente el moddulo de la respuesta en
frecuencia:

Como la grafica del modulo empieza con una pendiente de
-20 dB/dec podemos concluir que hay un polo en ® = 0.
En concreto, hemos visto que el polo esta en @ = 0.

Hay otro polo entre ® = 10 rad/s y o = 100 rad/s. En el
apartado 2.3.1 Diagrama polos-ceros. Conclusiones hemos
calculado que el polo esté situado en @ = 50,808 rad/s.

El tercer polo estd situado entre ® = 1000 rad/s y
® = 10000 rad/s. Teodricamente hemos calculado
previamente que el polo esté situado en ® = 6566.943 rad/s.

13



* Ademas, podemos sacar algunas conclusiones sobre la estabilidad
del sistema en lazo cerrado calculando el margen de ganancia
MG, el margen de fase MF, la frecuencia de cruce de fase o,y la
frecuencia de cruce de ganancia o, (ver definiciones en el
apartado 3.4.2. Relaciones con los parametros de diserio de la
respuesta en frecuencia)

e MG(dB)=46,97dB
e MF=6237°

* w,=577,6214d/
o w,=2634r0d/

Dado que se verifica que:
o MG(dB)=4697dB >0
o MF=6237°>0

podemos concluir que el sistema en lazo cerrado tiene una
estabilidad garantizada, aun cuando la ganancia en lazo abierto y
las constantes de tiempo de los componentes varien en cierto
grado.

Esperamos comprobar estos resultados en el apartado 5. Estudio
del motor en un sistema en lazo cerrado.

14



2.3.4 Diagrama de Nyquist. Conclusiones

El diagrama de Nyquist consiste en representar simultdineamente el modulo
y la fase de la respuesta en frecuencia de un determinado sistema.

Para obtenerlo hacemos uso de los resultados obtenidos en el apartado
2.3.1 Diagrama polos-ceros. Conclusiones. En dicho apartado hemos
llegado a la conclusion de que el sistema en lazo abierto no tiene ceros y
tiene tres polos reales, uno de ellos en el origen (es un sistema tipo 1). Por
lo tanto, la funcién de transferencia se puede expresar de modo genérico de
la siguiente forma:

K
S(S—pz)(s—p3)

G(s) =

Entonces, la respuesta en frecuencia sera:

N . K
G(jo)=G(s),_, = jojo—p,\jo-p,)

Expresada de forma genérica es facil determinar su médulo y fase:

K
a)\/pzz—i-a)z\/pf—i-a)z

G(jo)=

arg(G(j@)) =90~ arcrg( —w J ) amtg( ‘al)’z j

D

Para dibujar el diagrama de Nyquist habria que ir dando valores a ® y
obtener el valor asociado de |G(j o)| y arg(G(j )).

Por ejemplo, para @ = 0 tenemos que:

K
G(jw)| = —0
o0 hw_o a)\/p§+a)2\/p32+a)2 om0

P

arg(G(j a)))‘w:O =-90- arctg[ @ j - arctg( @ ] =90 - arctg(0)—arctg(0)=—90°
B N p3 ‘a):O
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y para @ = oo:

K
Gjo) = =0
| J )hwm a)\/pzz g \/p32 g -

arg(G( J a)))‘wzw =-90- arctg( _a) j - arctg[ _a])? j =-90- arctg(oo)— arctg(oo) =-270°
3 ) |w=en

)2

Estos resultados coinciden con los obtenidos en el diagrama de Bode.
Ademas, son los esperados para un sistema tipo 1 del que sabemos que:

» El término jo del denominador contribuye -90° al angulo de fase
total de G(jo) para 0<w <.

* En =0, la magnitud de G(jo) es infinita y el angulo de fase se
convierte en -90°. En bajas frecuencias, el diagrama polar es
asintdtico hacia una linea paralela al eje imaginario negativo.

* En w=w, la magnitud se vuelve cero y la curva converge hacia el
origen y es tangente a uno de los ejes. En este caso, es tangente al
semieje imaginario positivo.

Obtenemos el diagrama de Nyquist completo con ayuda del comando
nyquist() de Matlab. Hemos tenido cuidado para que soOlo aparezca el
diagrama correspondiente a la region de frecuencias positivas puesto que
Matlab, por defecto, representa también la parte asociada a las frecuencias
negativas, que no tienen sentido fisicamente.

El resultado obtenido es el siguiente:

Diagrama de MNyquist del motor en lazo abiero
¥ T T

Eje imaginario

i i i I i
15 -1 05 i 0a 1 15 2
Eje real

Figura 7: Diagrama de Nyquist del motor en lazo abierto
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3. Aproximacion del motor en lazo abierto como
sistema de 2° orden

3.1 Justificacion

Antes de nada, reflejar que este apartado es principalmente tedrico. Hemos
decidido incluirlo porque nos parece importante dejar constancia de que,
aunque el motor se trate de un sistema de tercer orden, podemos
aproximarlo por un sistema de segundo orden.

En el apartado anterior, 2. Estudio del motor en lazo abierto como sistema
de 3° orden, hemos obtenido entre otros resultados la funcion de
transferencia del motor para la posicion.

_0(s) _ k,

= U(s) T Dio? + UR+ BL)s+ (BR+ Kok, )b

Como deciamos, esta funcion de transferencia pertenece a un sistema de
tercer orden dado que tiene tres polos.

En el apartado 3.2. Cdlculo de la funcion de transferencia vamos a
simplificar esta funcion por la de un sistema de segundo orden con s6lo dos
polos.

Esta simplificacién nos va a permitir desarrollar el apartado 3.3 Relacion
entre los parametros del motor (R, L, B y J) y los caracteristicos de un
sistema de 2° orden canonico (Cy ®,).

La ventaja de hacer esto es que conocemos expresiones que relacionan los
parametros de disefio que fijaremos en el apartado 4. Caracterizacion de
los parametros de diserio con el coeficiente de amortiguamiento § y la
frecuencia natural no amortiguada ®, propios de un sistema de segundo
orden. Hemos recogido esas expresiones en el apartado 3.4 Relacion de los
parametros de diserio en el tiempo y en la frecuencia con los parametros
caracteristicos de un sistema de 2° orden (£ y w,).
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3.2 Calculo de la funcion de transferencia

En el desarrollo del apartado 2.3.1. Diagrama polos-ceros. Conclusiones
hemos determinado que los polos de la funcidon de transferencia para la
posicion de un motor:

G(S) — ®(S) — k2
U(s)  |JLs> +(JR+BL)s +(BR +kk, )Js
son:

- P, =0
2

- (JR+ BL)+(JR+ BL)' —4JL(BR+kk,) _ 50808

2JL

2 . .

i b (JR+ BL)—+/(JR + BLY — 4-JL{BR + k/k, ) 6566943

2JL

Como el polo p; es dos ordenes de magnitud superior que p,, podemos
considerar que éste ultimo es el polo dominante. De esta forma se justifica
que la funcion de transferencia expresada como cociente de ceros y polos:

O(s) K 9,899-10°

CO U6 T = p Yo p)  sls+50.808)(s+ 6366.943)

se puede simplificar por un sistema de segundo orden:

oks)_ K 9,899-10°
U(s) s(s—p,) s(s+50808)

G(S)ordenZ =

18



3.3 Relacion entre los parametros del motor (R, L. B v J) v los
caracteristicos de un sistema de 2° orden (£ y ®,)

La expresion canodnica de un sistema de 2° orden en lazo abierto viene dada
por la siguiente expresion, donde & es el coeficiente de amortiguamiento y
o, es la pulsacion natural no amortiguada:

2
w

G mica = AT
(S)Canomca S.(S =+ 2§a)n )

Identificando términos con la expresion de G(S)oqenz calculada en el
apartado anterior obtenemos que el valor de la frecuencia natural no
amortiguada del motor simplificado es:

k
o =K=-"*% =

n

JL
w, = \/E = ,% = 1l9’899.106 — 3’146/(7'61%

y que el valor de la constante de amortiguamiento es:

2§a)n :pz =

—(JR+BL)+~(JR+ BLY —4JL(BR + kk, )
fo b 2JL = 0808 4008
20 20, 2314610

2

Este valor del coeficiente de amortiguamiento tan bajo clasifica nuestro
sistema con una dinamica de subamortiguamiento, puesto que &=0,008<1.

Como esperamos comprobar en el apartado 5. Estudio del motor en un
sistema en lazo cerrado, este valor de & va a implicar que la respuesta al
escalon tenga sobreelongacion, esto es, que la salida va a sobrepasar su
valor final durante el régimen transitorio.
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3.4 Relacion de los parametros de diseio en el tiempo v en la
frecuencia con los parametros caracteristicos de un sistema de 2°
orden Ev ®,)

Este apartado es totalmente teodrico. Presentamos la definicion de los
parametros de disefio para la respuesta transitoria y en frecuencia de un
sistema asi como un conjunto de expresiones que relacionan estos
pardmetros con los pardmetros caracteristicos de un sistema de 2° orden. La
informacidn ha sido extraida de varias fuentes que se pueden consultar en
el apartado 9. Referencias bibliogrdficas.

3.4.1 Relaciones con los parametros de diseno de la respuesta
transitoria a un escalon unitario

e Tiempo de retardo, ty4

El tiempo de retardo es el tiempo requerido para que la respuesta alcance la
primera vez la mitad del valor final.

t, = 1+0.7¢ , 0<¢<l
a)n
2
t, = L1+0,125 +0,469¢ , 0<&<l (mejor aproximacion)

@

n

e Tiempo de subida, t,

El tiempo de subida es el tiempo requerido para que la respuesta pase del
10 al 90%, del 5 al 95% o del 0 al 100% de su valor final. Para sistemas
subamortiguados de segundo orden, por lo general se usa el tiempo de
subida de 0 a 100%. Para sistemas sobreamortiguados se usa el tiempo de
subida de 0 a 100%.

t, = 08+25 , 0<&<l
a)n
2
t = 1-0,4167¢ +2917¢ , 0<<&<1 (mejor aproximacion)

[0

n
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e Tiempo de pico. t,

El tiempo de pico es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el
primer pico de sobreelongacion.

e Sobreelongacion maxima (porcentaje), M,

La méxima sobreelongacion es el maximo valor del pico de la curva de
respuesta, medido a partir de la unidad.

-

M =eﬁ

P

e Tiempo de asentamiento, t,

El tiempo de asentamiento es el tiempo que se requiere para que la curva de
respuesta alcance un rango alrededor del wvalor final del tamafio
especificado por el porcentaje absoluto del valor final.

523’2, 0<¢<0,69
co,

t, = 4,56 R ¢ >0,69
0]

21



3.4.2. Relaciones con los parametros de diseiio de la respuesta en
frecuencia

e Pico de resonancia, M.,

El pico de resonancia M; es el valor méximo de la magnitud (en decibelios)
de la respuesta en frecuencia en lazo cerrado |[F(jo)|.

Mo s
28\1-¢7 2

2

M, =1, > 2
, S 5

¢ FKrecuencia de resonancia, o,

La frecuencia de resonancia o, es la frecuencia en la cual el pico de
resonancia M, ocurre.

0, =o1-28", <

2
w. =0, >—
: 4 5

e Ancho de banda, B

El ancho de banda B es la frecuencia en la cual [H(jw)| cae 3 dB por debajo
de su valor en la frecuencia cero.

B=ow(1-26)+J4g* —427 +2
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e Margen de ganancia, MG

El margen de ganancia MG es el reciproco de la magnitud |G(jo)| en la
frecuencia a la cual el angulo de fase es -180°. Si se define la frecuencia de
cruce de fase ®, como la frecuencia a la cual el angulo de fase de la
funcion de transferencia en lazo abierto es igual a -180° se produce el
margen de ganancia MG:

1

MG = o] 0 MG(dB)=-20logG(j,, )
p

Un margen de ganancia positivo (en dB) significa que el sistema es estable;
y si es negativo (en dB), serd inestable. Si es nulo (en dB), el sistema es
criticamente estable, es decir, tiende a la inestabilidad.

Para un sistema de fase minima estable, el margen de ganancia indica en
cuanto se puede incrementar la ganancia antes de que el sistema se haga
inestable. Para un sistema de fase minima inestable, el margen de ganancia
nos dice en qué cantidad hay que reducir la ganancia para hacer al sistema
estable.

El margen de ganancia de un sistema de primer o segundo orden es infinito,
debido a que los diagramas polares de tales sistemas no cruzan el eje real
negativo. Por tanto, los sistemas de primer y segundo orden en teoria no

pueden ser inestables.

MG =
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e Margen de fase, MF

El margen de fase MF es la cantidad de retardo de fase adicional en la
frecuencia de cruce de ganancia requerida para llevar el sistema al borde de
la inestabilidad. La frecuencia de cruce de ganancia o, es la frecuencia en
la cual |G(jo)|, magnitud de la funcion de transferencia en lazo abierto, es
unitaria. EI margen de fase MF es de 180° mas el angulo de fase ¢ de la
funcion de transferencia en lazo abierto en la frecuencia de cruce de
ganancia, es decir,

MF =180°+¢

La relacion del margen de fase con los pardmetros caracteristicos de un
sistema de segundo orden es:

MF =90°-arctg O

28w

n
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4. Caracterizacion de los parametros de diseno

4.1 Aplicacion implementada: Sistema de control de la posicion de un
motor

Antes de establecer los parametros de disefio de nuestro motor vamos a
explicar la finalidad de nuestro proyecto.

Recientemente hemos oido hablar de un sistema implantado en los
aparcamientos de Alemania que consigue duplicar su numero de plazas y
que nos ha resultado muy interesante.

El sistema consiste en instalar en cada plaza de aparcamiento una
plataforma basculante. El usuario llega con el primero de sus coches y lo
aparca sobre dicha plataforma. Accionando un botoén de control, la
plataforma se inclina 45° de tal forma que el automovil queda en pendiente.
De esta manera deja un hueco bajo ¢l permitiendo aparcar un segundo
coche.

Aunque el motor que estamos utilizando no es apropiado para esta
aplicacion dado que no dispone de la potencia necesaria para levantar un
vehiculo, vamos a suponer con fines didacticos que si es capaz.

De esta manera nuestro objetivo va a ser controlar la posicion del motor de
manera que en régimen permanente su angulo de giro sea exactamente
de 45°.

Otro pardmetro importante para nuestra aplicacion va a ser que la
sobreelongacion maxima de nuestro sistema no sea demasiado elevada. Si
durante el régimen transitorio el motor girase muy por encima de 45°
podria ser que la plataforma se inclinase demasiado y que el coche
resultase danado.

Ademas, nos interesa que nuestro sistema sea estable y que lo sea con
suficiente margen. Por lo tanto intentaremos que el margen de ganancia y el
margen de fase sean tales que aseguren la estabilidad del sistema aun
cuando haya pequefias variaciones de los componentes del sistema.

Finalmente, también es relevante para nuestro disefio conseguir que no

aparezca el fendmeno de resonancia que podria dar lugar a picos de
oscilacion indeseables para la frecuencia de resonancia.
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4.2 Caracterizacion de los parametros de diseino

Explicado el objetivo de nuestro disefio, a continuacién presentamos un
resumen de los pardmetros que esperamos cumplir.

Decidimos que vamos a alimentar nuestro sistema con un escalon de 5V
para que nuestro sistema sea compatible con TTL. Es decir, que la entrada
al sistema de control va a ser:

W(t)=5, 0<t<oo

Ademas, vamos a considerar la presencia de posibles perturbaciones
constantes de valor:

d(t)=1, 0<t<o0

4.2.1 Parametros de diseino en el dominio del tiempo

¢ Régimen transitorio

Como hemos explicado en el apartado 4.1 Aplicacion implementada:
Sistema de control de la posicion de un motor uno de los parametros
criticos de nuestro disefio es la sobreelongacion méaxima. Para evitar
posibles dafios al automovil establecemos que:

Mp<10%

de tal forma que el angulo maximo de giro de nuestra plataforma en
régimen transitorio tenga un valor de:

O(t),5 =1,145°=49,5°

Este valor maximo no debe alcanzarse incluso en presencia de perturbacion
maxima.

El tiempo de establecimiento t; no es un parametro critico de nuestro
diseno. El usuario preferird que sea lo menor posible y, por ello, fijamos

como maximo un tiempo de espera de 1 segundo. Es decir,

t, <lseg
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El resto de parametros de disefio para el régimen transitorio: el tiempo de
pico t,, el tiempo de retardo t; y el tiempo de subida t; no son
especialmente relevantes para nuestra aplicacion y por ello los dejamos sin
definir.

e Régimen permanente

El sistema de control disefiado debe cumplir en régimen permanente que:

= El error en régimen permanente sea nulo para la entrada de un
escalon de % V, una rampa y una pardbola.

= La perturbacion debe anularse.

4.2.2 Parametros de diseno en el dominio de la frecuencia

Con respecto a los parametros de disefio en el dominio de la frecuencia
vamos a tratar que:

= No aparezca el fendmeno de resonancia, es decir, que:

M. =1 y @ =0

r r

* FEl margen de ganancia MG y el margen de fase MF sean
suficientes para garantizar la estabilidad del sistema ante
pequenias variaciones de los componentes de nuestro sistema:

MG>6dB 'y 30°< MF < 60°

= El ancho de banda B de nuestro controlador no es un parametro
critico y por ello lo dejamos sin definir.

Solo en el caso de que no consigamos eliminar el fendmeno de la
resonancia, intentaremos que el ancho de banda sea tal que

elimine la frecuencia de resonancia o, es decir, que:

B<ow

I
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5. Estudio del motor en un sistema en lazo cerrado

5.1 Justificacion

En el apartado 2. Estudio del motor en lazo abierto como sistema de 3
orden hemos llevado a cabo una caracterizacion del motor en un sistema en
lazo abierto.

Tras fijar los parametros de disefio en el apartado anterior,
4. Caracterizacion de los parametros de diserno, y antes de comenzar con el
disefio del controlador propiamente dicho en el apartado 6. Diserio de un
controlador de dos grados de libertad, vamos a realizar un pequefio estudio
para ver como se comporta el motor por el simple hecho de cerrar el lazo
de realimentacion.

Para ello vamos a obtener la funcion de transferencia del motor en lazo
cerrado en el siguiente apartado: 5.2 Cdlculo de la funcion de transferencia
en lazo cerrado. Una vez calculada la funcion de transferencia llevaremos a
cabo una simulacién en Matlab de nuestro sistema en lazo cerrado en el
apartado 5.3 Simulacion en Matlab del motor en lazo cerrado siguiendo el
mismo esquema que durante el estudio del motor en lazo abierto en el
apartado 2.3 Simulacion en Matlab del motor en lazo abierto.
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5.2 Calculo de la funcion de transferencia en lazo cerrado

Para obtener la funcion de transferencia en lazo cerrado hemos de analizar
la siguiente estructura:

e(t)=u(t)

r(t) G(s) > y(t)

Figura 8: Estructura del sistema en lazo cerrado

donde G(s) es la funcién de transferencia del motor en lazo abierto:

O(s) _ kz

“ () T DL + R+ BL + (BR+ k)

Observando el esquema es facil obtener las siguientes relaciones en el
tiempo y en el dominio de Laplace:

P YY) Gl l)

R(S) E(s)—l—Y(s) U(s)+G(S)U(S) 1+G(S)

que es la tan conocida expresion de un sistema en lazo cerrado.
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Sustituyendo la expresion de G(s) indicada més arriba obtenemos que:

k2
_Y(s)  G(s)  |JLs®+(JR+BL)s+(BR+kk,)s
Fl)=% )G, 3 =
lJLs? +(JR + BL)s +(BR + k/k, )s
_Y(s)__Gls) k,

R(s) 1+G(s) JLs’ +(JR+BL)s> +(BR+kk,)s +,

Dando los valores adecuados a las constantes, la funcion de transferencia
del motor en lazo cerrado queda:

F(S)_Y(s)= Gls) _ 0,03218
R(s) 1+G(s) 32511075 +2,151107°s* +0,0010855 +0,03218

Antes de realizar la simulacion de esta funcién de transferencia en el
siguiente apartado, 5.3 Simulacion en Matlab del motor en lazo cerrado,
podemos observar que al cerrar el lazo de realimentacion han cambiado los
polos del sistema. En concreto ya no hay un polo en el origen. Esto va a
provocar que las caracteristicas del sistema cambien notablemente.
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5.3 Simulacion en Matlab del motor en lazo cerrado

5.3.1 Diagrama polos-ceros. Conclusiones

Para la obtencion de los polos y ceros de la funcion de transferencia del
motor en lazo cerrado partimos de dicha funcidn, calculada en el apartado
anterior, 5.2 Cdlculo de la funcion de transferencia en lazo cerrado:

F(s)= Y(s) _ k,
R(s) JLs® +(JR+ BL)s* +(BR + k,k, )s + k,

Podemos sacar varias conclusiones sin mas que ver esta expresion, al igual
que hicimos durante el estudio del motor en lazo abierto:

" No tiene ceros, puesto que no hay valores que anulen el
numerador de la funcion de transferencia.

" Tiene tres polos dado que el denominador es un polinomio de
grado 3. Ya no tiene un polo en el origen, como sucedia con el
motor en lazo abierto. Esta es la primera gran diferencia que
encontramos al cerrar el lazo de realimentacion.

El calculo analitico de los polos ya no es tan sencillo como en el caso del
motor en lazo abierto. Para obtenerlos hemos utilizado Maple y Matlab.
Ambos resultados coinciden, como era de esperar. Sin embargo, solo
incluimos el resultado numérico porque la solucion simbolica dada por
Maple para cada polo ocupa media pagina:

JLs® +(JR+ BL)s* +(BR + k,k, )s + k, =0 =

" p=-6567,174
" p,=- 25,288 + 29,459
" p;=- 25,288 — 29,459

Este resultado es bastante sorprendente. Por el simple hecho de cerrar el
lazo de realimentacion de nuestro sistema, hemos pasado de tener un polo
en el origen y dos polos reales a tener un polo real y dos polos complejos
conjugados. Esto va a provocar que tengamos una respuesta oscilatoria
cuando introduzcamos como entrada un escaldn.
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Conociendo los valores de los polos, podemos expresar la funcién de
transferencia en lazo cerrado de la siguiente manera:

F(s)= Y(s) _ 9,899-10°
R(s) 3,251107s* +2,151107° 5% +0,001085s +0,03218

" R(s) (s—p,Ns—p,Ns—p;) (s+6567,174)s+25-29,459 s +25+29,459 )

. 6 . 6
Fls)= Y(s) 9,899-10 9,899-10

Como hicimos durante el estudio del motor en lazo abierto, podemos
obtener la representacion grafica de los polos del sistema utilizando la
funcion pzmap() proporcionada por Matlab:

Diagrama polos-ceros de la funcidn de transferencia del mator en laza cerrado
40 T

30 ><

20

Imaginary &xis
==
x

20k

a0k X

-40 1 1 1 1 1 1 1
-70aa -6000 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 1} 000
Real Axis

Figura 9: Diagrama polos-ceros de la funcion de transferencia del motor en lazo cerrado

Observando la grafica podemos comprobar facilmente que:

= Soélo hay un polo real como ya habiamos visto analiticamente.
Este polo estda muy lejos del origen por lo que influira poco en la
respuesta transitoria del sistema.

= Ahora hay dos polos complejos conjugados muy cerca del eje
imaginario.

= Hemos pasado de un sistema criticamente estable en lazo abierto
a un sistema estable en lazo cerrado puesto que todos los polos
del sistema se encuentran en el semiplano izquierdo del plano
complejo s y ya no tenemos un polo en el origen.

= El sistema sigue siendo de fase minima porque no contiene ceros
ni polos en el semiplano derecho del plano complejo s.

= El sistema ya no es de tipo 1 por no tener un polo en el origen.
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5.3.2 Respuesta al escalon, rampa v parabola. Conclusiones

e Respuesta al escalon

En esta ocasion no vamos a obtener la respuesta del sistema a un escalon
unitario puesto que ya hemos definido en el apartado 4. Caracterizacion de
los parametros de diserio nuestros objetivos de disefio.

Aunque nuestro sistema va a ir alimentado con una sefial de 5V para ser
compatible con TTL, la entrada r(t) debe ser un escalon de % V puesto que

si queremos que el error en régimen permanente sea nulo, entonces:

e(t)R'P - F(I)RP _y(t)R-P =0 = r(t)R.P = y(t)R.P :%

La respuesta del sistema vendrd dada por la siguiente expresion, donde
hemos tenido en cuenta que la transformada de Laplace de la entrada

.

T
r(t)z% es R(s) :A
A

74
Y(s)=F(s)R(s) = ks 4 —
JLs® +(JR+ BL)s> +(BR+kk,)s +k, s

Pak:

JLs* +(JR+ BL)s” + (BR + k/k, )s* + ks

() =L"[r(s)]=L"

Aunque el calculo de y(t) es complicado, podemos determinar facilmente el
valor en régimen permanente utilizando el Teorema del Valor Final:

Dok

t =1lim y(¢) =lims-Y(s) =lims =7
YOrp =) =lgs¥(s) = g JLs* +(JR+BL)s> +(BR+k,k, )s* + ks A

Este es otro resultado sorprendente. Al cerrar el lazo de realimentacion de
nuestro sistema hemos conseguido que la respuesta al escalon alcance un
valor constante en el régimen permanente. En el caso del circuito en lazo
abierto el resultado era o, es decir, el motor seguia girando
indefinidamente.
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Por lo tanto, y para nuestra sorpresa, hemos avanzado bastante en la
consecucion de nuestros objetivos simplemente utilizando un sistema en
lazo cerrado. Ya hemos conseguido que el motor alcance un valor en

régimen permanente de % , que es el valor en radianes del giro de 45° que

deseamos para nuestro sistema de aparcamiento.

A continuacion presentamos la grafica de la respuesta a un escalon de % \Y

obtenida con ayuda de Matlab:

Respuesta a un escaldn de wid % del motor en lazo cerrado
1 T T T T T T T T

08 - =

Salida (rad)

il 1 1 1 1 I 1 1 1 1
0 0.05 a1 013 02 025 03 035 04 045 0s

Tiempo (=ec)

Figura 10: Respuesta a un escalon de % V del motor en lazo cerrado

Obtenemos los valores de los parametros de disefio en régimen permanente
y en régimen transitorio con ayuda de Matlab. Para ver los detalles de la
programacién, consultar el apartado /0.4 Simulacion del motor en lazo
cerrado:

= El valor en régimen permanente coincide con el calculado con el
Teorema del Valor Final, como era de esperar. Como hemos
comentado en la pagina anterior, la respuesta en régimen
permanente del sistema en lazo cerrado ya toma el valor
establecido para nuestro disefio.

= Los valores de los parametros de disefio del régimen transitorio
son:

e Tiempo de subida, calculado como el tiempo que tarda en
alcanzar el alcanzar el 100% de su valor final: ¢, =0,078s

e Tiempo de pico: 7, =0,107s
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e Sobreelongacion maxima: M, =0.838rad

e Sobreelongacion maxima (porcentaje): M, =6,74%
Este valor ya se encuentra dentro de los limites establecido
para nuestro disefio. Por lo tanto, parece ser que nuestra
especificacion de disefio de una sobreelongacion menor del
10% ha sido muy relajada. Intentaremos disminuir ese
porcentaje con nuestro controlador.

e Tiempo de establecimiento, calculado como el tiempo que
tarda en alcanzar la banda del 0,98 al 1,02% del valor final:
t, =0,154s . Este valor también se encuentra dentro de los

limites establecidos en nuestro disefio. Hacemos el mismo
comentario que en el punto anterior.
Se trata de un sistema subamortiguado puesto que la salida del
sistema sobrepasa el valor en régimen permanente. Este hecho no
es inesperado puesto que ya lo supusimos en el apartado
3.3 Relacion entre los parametros del motor (R, L, By J) y los
caracteristicos de un sistema de 2° orden (£ y w,)

35



e Respuesta a una rampa

La respuesta del sistema en lazo cerrado a una rampa vendra dada por la
siguiente expresion, donde hemos tenido en cuenta que la transformada de
Laplace de una rampa r(t)=t es R(s) :LZ:
S

k, 1
JLs® +(JR+ BL)s” +(BR + k,k, )s + k, s

Y(s)=F(s)R(s) =

k2
JLs® +(JR+BL)s* +(BR+ k/k, )s* + k,s”

y@)=L" [Y<s>]=L1{

Como hemos comentado para el caso de la respuesta al escalon, el calculo
de y(t) es complicado. Sin embargo podemos determinar facilmente el
valor en régimen permanente utilizando el Teorema del Valor Final:

k
1) p =limy(¢) =lims-Y(s) =lims 2 =
YOrp =y (1) = Y(s) =1 JLs® +(JR+ BL)s* +(BR + k,k, )s* + k, s

Este resultado nos permite concluir que si alimentamos el motor con una
rampa, el motor comenzard a girar indefinidamente. Para visualizar el
resultado de forma gréafica utilizamos los comandos Isim() y plot() de
Matlab:

Respuesta a una rampa del motor en lazo cerrado
100 T T T T T

RS

a0

0F

B0

a0t

Salida (rad)

4t

30F

201

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 10 20 30 A0 a0 =] 70 80 o0 100
Tiempo (sec)

Figura 11: Respuesta a la rampa del motor en lazo cerrado
El resultado obtenido también nos sorprende. La respuesta a una rampa en

lazo cerrado es, precisamente, una rampa. Esto difiere de lo obtenido
durante el estudio del motor en lazo abierto.
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e Respuesta a una parabola

Cuando introducimos como entrada de nuestro sistema en lazo cerrado una
pardbola, la salida tendra la siguiente expresion, donde hemos tenido en
cuenta que la transformada de Laplace de una parabola u(r)=7* es

U(s)zs%:

k, 1

Y(s)=F(s)R(s)= —
(5)=FlsyR(s) JLs® +(JR+ BL)s* +(BR+k,k, )s + k, s°

k2
JLs® +(JR+ BL)s" + (BR + k.k, )s* + k,s°

v =L"[r(s)]=1"

Como hemos comentado para el caso de la respuesta al escalon y de la
rampa, el célculo de y(t) es complicado. Sin embargo podemos determinar
facilmente el valor en régimen permanente utilizando el Teorema del Valor
Final:

k
1), p =limy(¢) =lims-Y(s) = lims- 2 =00
YOrp =iy () =Y (s) =1 JLs® +(JR+ BL)s” +(BR + k,k, )s* + ks’

Por lo tanto, al introducir una entrada en forma de parabola en nuestro
sistema, el motor gira indefinidamente. Podemos visualizar este resultado
con ayuda del comando Isim() de Matlab:

Respuesta a una parabola del motor en lazo cerrado
T T T T

Salida (rad)

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 BOOO 7000 S0O00 9000 10000
Tiempo (sec)

Figura 12: Respuesta a una parabola del motor en lazo cerrado
Notamos con sorpresa que, de forma analoga al caso de la rampa, al

introducir una entrada parabdlica en nuestro sistema en lazo cerrado, la
salida también tiene forma de parabola.
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5.3.3 Diagrama de Bode. Conclusiones

Como ya hicimos durante el estudio del motor en lazo abierto, vamos a
obtener el diagrama de Bode del sistema en lazo cerrado.

Para obtenerlo comenzamos calculando la respuesta en frecuencia del
motor en lazo cerrado:

Y(S) k,
Fs)= _
) R(s)  JLs’ +(JR+ BL)s* + (BR + k,k, )s + k, -

kz
JL(jo) +(JR+BL)jo) +(BR+kk,)jw)+k,

Fjo)=F(s),.,, =

k.2
JR+ BL)w* |+ j|(BR+ ke, Jo — JLe* |

F(ja’): |_k _(

Conocida la funcion de transferencia determinamos su modulo y fase:

k,
—(JR+BL) [ +|(BR+ ke, o JLe*

e

(BR + k,k, )oo— JL o’
k, —(JR + BL)o’

arg(F (j a))) =—arctg

Para la representacion grafica de estos resultados utilizamos el comando
bode() proporcionado por Matlab.
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Disgrama de Bode del mator en lazo cerrada
50 o L e e e I 13 1) e ) e e ) e e

in
fm]
T
L

-100 - B

Magnitude (dB)

-150 - B

=200 - 1

250 P TYT R S AW T 111 MRS 11 71 M SRR ST 7Y M WA WU B AWt

a0 b

Phase (deq)

-180

T G nli
107 10 10" 10° 107 10 10° 10°
Frequency (radisec)

Figura 13: Diagrama de Bode del motor en lazo cerrado

Podemos extraer mucha informacion de este diagrama. Con ayuda de
Matlab hemos obtenido algunos parametros caracteristicos de la respuesta
en frecuencia del sistema en lazo cerrado:

El motor sigue funcionando como un filtro paso bajo cuando
cerramos el lazo de realimentacion. El ancho de banda se ha
incrementado un poco con respecto al sistema en lazo abierto:

_ rad
o B=42426 A

El hecho de que el sistema en lazo cerrado no tenga un polo en el
origen provoca que la ganancia del sistema permanezca constante
hasta llegar a la frecuencia natural de los polos conjugados. Esto
difiere de lo obtenido en el sistema en lazo abierto donde, debido
al polo en el origen, el diagrama de Bode comenzaba con un
cambio de pendiente de -20 dB/dec en @ = 0.
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* Podemos determinar la posicion de los polos buscando los puntos
donde cambia de pendiente el modulo de la respuesta en
frecuencia. En esta ocasion s6lo hay dos cambios de pendiente:

El primer cambio de pendiente entre ®w = 10 rad/s y
o = 100 rad/s es debido a la pareja de polos conjugados.
Como hemos visto en el apartado 5.3.1 Diagrama polos-
ceros. Conclusiones los polos conjugados tienen el valor
w,, =—25,288+29,459; por lo que el cambio de pendiente

ocurre a la frecuencia o = \/25,2882 +29,459% =38,824 m% )

Este valor tiene sentido puesto que la caida de 3 dB ocurre
para la frecuencia ® = 42,426 rad/s.

El segundo cambio de pendiente ocurre entre
® = 1000 rad/s y ® = 10000 rad/s. Teoricamente hemos
calculado que el polo esta situado en o, = 6567.174 rad/s.

Ademas, dado que estamos estudiando el sistema en lazo cerrado,
podemos obtener la frecuencia y el pico de resonancia. A primera
vista parece que no aparece dicho fendmeno pero con ayuda de
Matlab descubrimos que si lo hace, aunque de forma muy leve:

M (dB)=0,1dB
_ rad
w, =15,107 A

40



5.3.4 Diagrama de Nvyquist. Conclusiones

Como ya hemos visto durante el estudio del motor en lazo abierto, el
diagrama de Nyquist consiste en representar simultaneamente el modulo y
la fase de la respuesta en frecuencia de un determinado sistema.

Vamos a obtenerlo haciendo uso de los resultados del apartado
5.3.1 Diagrama polos-ceros. Conclusiones. En dicho apartado concluiamos
que el sistema en lazo cerrado no tiene ceros y posee tres polos, dos de
ellos complejos conjugados. Deciamos, ademas, que el sistema
realimentado ya no era del tipo 1. Entonces, podemos expresar la funcion
de transferencia de la siguiente forma genérica:

K

)= (s—pl)(s—pz)(s—p3)

donde p; es un polo real y p, y ps son polos complejos conjugados.

Por lo tanto, la respuesta en frecuencia sera:

K

F(ja))ZF(S) (jw_pl)(ja)—pz)(ja)—p3)

‘s:ja) =

K

F(iw)=
VO = oo oro—jo oo j,)

K
(jo-p o+ j(@-a,)o+ jo+,)

F(jo)=

donde hemos considerado que los polos conjugados se pueden expresar de
la forma p,,=-0c%jw,.

Escrita la respuesta en frecuencia de esta manera es facil determinar su
modulo y fase:

K

|F(jw)|:¢1?f+a)2\/az+(a)—wd)2\/‘72+(0)+a’d)2

arg(F(jw))= —arctg[ @ ] _ arczg( 0-o, j ~ amg[ o+ o, j
_ = .

D
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Para dibujar el diagrama de Nyquist hemos de ir dando valores a ® y
obtener el valor asociado de [F(j ®)| y arg(F(j ®)).

Por ejemplo, para @ = 0 tenemos que el mddulo de la respuesta en
frecuencia vale:

K
|F(ja))|‘a,:0 = 2 5 =
NS +a)2\/02 +(w-a,) \/52 +(o+o,) =0
. K
F(j0)= ) )
O e ey rar Inled
-~ X 9,899-10° -

FAPXG " 6567,174-(25,288 +29,4597)

y la fase:

- +
arg(F(j 60))‘0,:0 = —arctg{ a; j— arctg(a) aa)d j_ are tg(w O-a) } J _
s ‘w:O

(e}

arg(F(]O)) = —al’ctg(O)— arctg[ — @ j — arctg(+ @y j =0°
o)

Es importante notar como los dos polos complejos conjugados:

= Contribuyen de igual manera al modulo de la respuesta en
frecuencia.

= Su contribucion a la fase de la respuesta en frecuencia se anula
para @=0.

Operando de forma andloga para el caso w=w obtenemos que el modulo
de la respuesta en frecuencia para el sistema en lazo cerrado vale:

K

NS +a)2\/0'2 +(a)—a)d)2\/0'2 +(o+o,) o

=0

F(j@),., =
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y la fase:

o). =-aref )i % - areg 2] =
| =0

D o

arg(F ( joo)) = —arctg(oo)— arctg(oo)— arctg(oo) =-270°

Estos resultados coinciden con los obtenidos en el diagrama de Bode.
Ademas, son los esperados para un sistema tipo 0 del que sabemos que:

* El punto inicial del diagrama polar, que corresponde a w=0, es
finito y esta sobre el eje real positivo. La tangente en el diagrama
polar en w=0 es perpendicular al eje real.

» El punto terminal, que corresponde a w=w, esta en el origen, y la
curva es tangente a uno de sus ejes. En nuestro caso, al semieje
imaginario positivo.

Obtenemos el diagrama de Nyquist para frecuencias positivas con ayuda
del comando nyquist() de Matlab. El resultado obtenido es el siguiente:

Diagrama de Myguist del motor en lazo cerrado

Eje imaginario

09 | | 1 i | i
0.4 0.z a 0z 0.4 0.6 0.s 1
Eje real

Figura 14: Diagrama de Nyquist del motor en lazo cerrado

Notamos que el sistema en lazo cerrado es estable puesto que la curva
obtenida en el diagrama de Nyquist no rodea al punto -1 + jO.
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6. Diseio de un controlador de dos grados de libertad

6.1 Estructura elegida

Para poder eliminar la perturbacién d(t) y controlar la respuesta a la entrada
r(t), necesitamos disefiar un controlador de dos grados de libertad. La
estructura que elegimos es la siguiente:

d(t)

() ——E)—— Gei(s) @% % G(s) Y0
)

GCQ(S

@— n(t)

Figura 15: Estructura del controlador de dos grados de libertad

A la hora del disefio, consideraremos que la perturbacioén a la salida, n(t), es
nula.
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6.2 Calculo de las funciones de transferencia del controlador: F,.(s),

e Calculo de la funcidon de transferencia F,.(s)

Para calcular la funcion de transferencia Fy,(s) anulamos las contribuciones
de d(t) y n(t) en la estructura del controlador de dos grados de libertad de la
pagina anterior y nos queda:

rm——@g— Gei(s) ®% @ G(s) vit)
®

Gea(s)

Figura 16: Estructura del controlador de dos grados de libertad
para el célculo de Fy(s)

Obtenemos las senales en el dominio de Laplace en cada uno de los puntos
indicados en la figura:

Ahora podemos despejar la funcion de transferencia buscada de la ultima
expresion:
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e Calculo de la funcion de transferencia F,4(s)

Para determinar la funcion de transferencia Fy4(s) seguimos un
procedimiento analogo al que hemos utilizado para calcular Fy(s).
Anulamos las contribuciones de r(t) y n(t) en la estructura del controlador
de dos grados de libertad de la figura 15 y, tras ordenarla un poco, nos
queda:

d(t) v Y G(s) y(t)
® @ 'Gm (S)
@ Geas)

Figura 17: Estructura del controlador de dos grados de libertad
para el calculo de Fyq(s)

Las sefales en el dominio de Laplace de los puntos indicados en la figura
son:

Finalmente podemos despejar la funcion de transferencia deseada de la
ultima expresion:

Y(s)=G(s)D(s)~ G(s)[G..(s)+ G, (s) (s) =
[1+G(s)G.i (s)+ G, ()Y (s) = G(s)D(s) =
F ()= Y(s) G(s)
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e Calculo de la funcidon de transferencia F,,(s)

Para obtener Fy,(s) seguimos el mismo procedimiento utilizado durante el
calculo de Fy.(s) y Fyd(s) . Anulamos las contribuciones de r(t) y d(t) en la
estructura del controlador de dos grados de libertad de la figura 15 y, tras
ordenarla un poco, nos queda:

-G¢1(S) @

n(t) @

G(s) y(t)

GCE(S) ©)

Figura 18: Estructura del controlador de dos grados de libertad
para el calculo de Fyn(s)

Obtenemos las senales en el dominio de Laplace de cada uno de los puntos
senalados en la figura:

1((s))=N() Y(s)
(s)=Go,(s)z () Gcz(s)[N(S)+Y(S)]

J(8)=2,(5)-2Z4(5) =G, (s)+ Goo ()N (s) + Y (s)]
" Y(s)=G(s)Z,(s)==G(s)Goi(s)+ Gor (s)IN(5)+ ¥ (s)]

n
N N NN

Despejamos la funcion de transferencia buscada de la ultima expresion:
Y(s)==G(s)G..(s)+ Gy (s)IN(s)+ Y (s)] =
1+ G) G (5)+ G ()Y () = =G )G, (5)+ Goa (5) N s) =

N ORI CAORE)
)= R0, s " THG6)G (57 Gr )
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6.3 Disenno con Matlab del controlador

En el apartado anterior, 6.2 Cdlculo de las funciones de transferencia del
controlador: F,, F,; y F,, hemos obtenido que las expresiones de las
funciones de transferencia de la estructura de dos grados de libertad son:

PTG E— O A0 G(5)G..(5)

R()ora 14G0)G()+Gls)] 1+G(5)G, ()

o) 6 6

D)y 1+ G(NG(5)+ G (s)] 14 G(s)GL(s)

F(s)= 1) ~G()[G,(s)+ G (s)] _ -Gls)G.(s)
NS)osa 1+G6NG, () + G (5] 1+ G(6)G, ()

Es importante notar que todas las funciones de transferencia tienen el
mismo denominador; esto es ldgico pues un sistema tiene una Unica
ecuacion caracteristica. Por lo tanto, todas ellas tendran los mismos polos.

Para nuestro disefio nos interesan Fy, y F,4, porque deseamos controlar la
respuesta del motor para una entrada escalon de % V y eliminar una

perturbacion escalon de 1V a la entrada del motor. No consideramos que
haya perturbaciones a la salida del motor.

Recordamos la funcidén de transferencia en lazo abierto G(s) de nuestro
motor calculada previamente:

O(s) _ kz
U(s) s|JLs* +(JR+BL)s +(BR+kk, )|

G(s)=

K 9,89910°

G(s)= (s — p X —p,) (s + 50,8085 + 6566,943)

y decidimos utilizar un controlador de tipo PID de expresion genérica:

G.(s) = k(s+0{s)(s+ﬁ)
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Nuestro primer objetivo es determinar los valores de k, o y B. Una vez
conocidos estos parametros podremos averiguar las expresiones de G(s) y
Ge(s) de la estructura del controlador de dos grados de libertad que hemos
decidido utilizar.

Comenzamos particularizando la funcion de transferencia Fy4(s) para las
expresiones de G(s) y G.(s) indicadas mas arriba:

K
_ Gl s(s=p, s —py)
Fyd(s)_1+G(s)Gc( )_1+ ( 1§( - ).k(fm)(ﬁﬂ) =
s:\s = py Hs = p; s
F,(s)= R =

Sz'(s—pz)(s—p3)+Kk(s+05)(s+,6’)

Ks
(S)_ st —(p2 + p; )s3 +(Kk+p2p3 )s2 +Kk(a+,6’)s+Kkaﬂ

Por el método de asignaciéon de ceros, sabemos que la funcién de
transferencia F(s) debe tener la siguiente expresion para que el error en
régimen permanente para entradas escalon, rampa y parabola sea nulo:

F (S)— (Kk+p2p3 )Sz +Kk(a +ﬂ)S + Kkafs
s _(Pz +P3)S3 +(Kk+p2p3)s2 +Kk(0{+ﬂ)s+Kka,B

Notamos que los coeficientes del numerador coinciden con los ultimos tres
del denominador.

Llamamos P(s) al denominador de ambas funciones de transferencia:
P(s)=s"=(p, + p;)s* + (Kk + p, p;)s* + Kk(a + B)s + Kko3

Ahora nuestro objetivo es encontrar los polos en lazo cerrado que
garantizan que la respuesta de nuestro sistema es la deseada. Una vez que
los conozcamos, podremos expresar P(s) como producto de dichos polos,
igualar con la expresion superior y determinar los valores de k, a y B que
caracterizan nuestro controlador G.(s) = G¢(s) + Ge(s). La ultima etapa
consistird en averiguar las expresiones de G (s) y Gea(s).
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Para obtener los polos de nuestro sistema tenemos en cuenta los resultados
del apartado 5. Estudio del motor en un sistema en lazo cerrado. En esa
seccion hemos visto que la respuesta del motor en lazo cerrado se acerca
bastante a nuestros objetivos de disefio.

Se trata de un sistema estable y subamortiguado con dos polos complejos
conjugados dominantes y un polo real. Ahora, en lugar de tener solo tres
polos, tenemos uno mas dado que el grado de P(s) es cuatro.

Por lo tanto, decidimos que nuestro sistema en lazo cerrado tenga dos polos
complejos conjugados dominantes y dos polos reales. Entonces, podemos
expresar el denominador P(s) de forma genérica en funcion de los
coeficientes a, b, c y d:

P(s)=(s+a—jb)s+a+ jb)s+c)s+d)

Si operamos un poco para dejar esta expresion de P(s) en forma
polinomica:

P(s)=(s+a—jb)s+a+ jpYs+chs+d)=|s+a) +b*[s+cNs+d) =

P(s)=|s* +2as +(a* +b* )|s* +(c+ d)s +cd] =

P(s)=s'+Qa+c+d)s’ +[a* +b> +2a(c+d)+cd]s® +[(a> +b* N+ d)+ 2acd]s + (a* + b* ed
podemos hacer dos cosas:

* Expresar las funciones de transferencia Fy,(s) y Fy4(s) en funcion
de los parametros a, b, c y d:

F(s)= la? + 6> +2a(c + d) + cd s> +[(a® + b N + d)+ 2acd s + (a> + b* )ed
st +Qate+d)st +lat +07 +2alc+d)+cd ]t +|(a® + 07 e +d)+ 2acd fs +(a® +b* Jed

): 9,899-10°s
s*+Qa+c+d)s’ +]a® +b> +2alc+d)+cd]s? +|(a® + b7 N +d)+ 2acd s + (a® + b Jed
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= Encontrar las relaciones entre los parametros a, b, ¢ y d de los
polos y los parametros k, o y B de nuestro controlador G.(s) y los
parametros conocidos de nuestra planta (K, p, y p3) igualando
coeficiente a coeficiente las dos ecuaciones que tenemos de P(s):

o —(p,+p,)=Q2a+c+d)

o (Kk+p2p3):[a2+b2+2a(c+d)+cd]
o Kk(a+p)=|(a*+b*Nc+d)+2acd]
o Kkap=(a®+b*)d

Como hemos dicho antes, hemos reducido el problema de nuestro disefo a
encontrar los valores de los parametros a, b, ¢ y d que fijen los polos de
forma adecuada para que el sistema responda como queremos.

Para determinar con que valores de a, b, ¢ y d empezar a probar, lo primero
que hemos hecho ha sido realizar un pequefio programa en Matlab que se
puede consultar en el apartado /0.5 Pruebas para ver como se relacionan
los parametros de diserio con la posicion de los polos del sistema. Este
programa deja fijos algunos parametros de los cuatro que buscamos y varia
los restantes entre un determinado margen de valores. Los valores de los
parametros fijos y el rango del parametro variable los hemos tomado de
forma sistematica siguiendo el siguiente orden:

PRUEBA PARAMETROS FIJOS PARAMETROS VARIABLES
1 b,c,d=1 a=1:100
2 b,c,d =100 a=1:100
3 a,c,d=1 b=1:100
4 a,c,d =100 b=1:100
5 ab=1 c,d=1:100
6 a,b=100 c,d=1:100

El programa proporciona una tabla para cada uno de los valores de a, b, c 'y
d con los siguientes parametros relevantes para nuestro disefio:

* Sobreelongacion maxima de la respuesta al escalon de Fy(s),
Mpl.

* Sobreelongacion maxima de la respuesta al escalon de Fyq4(s),
Mp2.

* Tiempo de establecimiento de la respuesta al escalon de Fy,(s), t;.

= El valor de la constante de amortiguamiento, &.
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Por ejemplo, para la prueba 1 obtenemos la siguiente tabla (no mostramos

todos los resultados para que quepa en una pagina):

a Mpl Mp2 Mp1+Mp2 ts epsilon
1 1] 1| 1| 1.1665|1548730.722)|1548731.888 3 0.7071
5] 1 1| 1| 1.0122[134163.3955|134164.4076| 2.11 0.9806
10| 1] 1| 1 0.9453| 35658.0293| 35658.9746| 1.73 0.995
151 1| 1| 1 0.9099| 16036.2398| 16037.1497| 1.52 0.9978
20 1| 1 1] 0.8877| 9057.2001| 9058.0877| 1.37 0.9988
25( 1| 1 1] 0.8724| 5807.5149| 5808.3873| 1.26 0.9992
30( 1| 1 1] 0.8611| 4037.0926| 4037.9537| 1.16 0.9994
35 1| 1 1] 0.8525| 2967.8265 2968.679| 1.08 0.9996
40| 1| 1| 1| 0.8457| 2273.1337| 2273.9794 1 0.9997
45] 1| 1| 1| 0.8402| 1796.5207| 1797.3609| 0.94 0.9998
50( 1| 1 1] 0.8356| 1455.4751| 1456.3107| 0.88 0.9998
55( 1| 1 1] 0.8317| 1203.0371| 1203.8689| 0.82 0.9998
60( 1| 1( 1] 0.8284| 1010.9907| 1011.8191( 0.77 0.9999
65 1| 1| 1] 0.8256 861.5136 862.3392| 0.72 0.9999
701 1] 1| 1| 0.8231 742.8851 743.7082| 0.68 0.9999
751 1] 1| 1] 0.8209 647.1674 647.9883( 0.64 0.9999
80 1| 1 1] 0.8189 568.8206 569.6395 0.6 0.9999
85( 1| 1 1] 0.8172 503.8888 504.706| 0.56 0.9999
90( 1| 1 1] 0.8156 449.4718 450.2874| 0.52 0.9999
95( 1| 1 1] 0.8142 403.4153 404.2295| 0.49 0.9999
100] 1| 1] 1] 0.8129 364.0905 364.9034| 0.46 1

La visualizacion de estos resultados nos permite averiguar como varian los
parametros de nuestro disefio en relacion con la posicion de los polos.
Ademas, podemos constatar a partir de qué valores de a, b, ¢ y d los
parametros de disefio entran dentro del margen de valores adecuado.

Por ejemplo, en la tabla superior vemos que a medida que el parametro a
(la componente real de los dos polos conjugados) crece: Mpl, Mp2 y ts
disminuyen mientras que & aumenta.

También observamos que Mpl toma un valor adecuado (menor que el diez
por ciento de sobreelongacion sobre el valor en régimen permanente, es

decir, menor que 1.1~% =0.8639), a partir de a = 30 (en realidad es a partir

de a =29 en la tabla completa). El valor del tiempo de establecimiento t; es
aceptable (menor de 1 segundo) a partir de a = 45 (en realidad es a partir de
a =41 en la tabla completa). El valor de la constante de amortiguamiento,
&, es siempre aceptable (puesto que & > 0,7071 garantiza que no hay
fenomeno de resonancia) excepto para a = 1, que { = 1 y pasamos de un
sistema subamortiguado a un sistema con amortiguamiento critico.
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Los datos que sacamos de cada una de las pruebas son las siguientes:

Valor inicial: 1.1665
Mpl| Valor final: 0.8129
Buena (<1.1-w/4): a partir de a=29
Valor inicial: 1548730.722
PRUEBA 1:Siat | Mp2] Valor final: 364.0905
Nunca llega a un buen valor
b,c,d=1 Valor inicial: 3
a=1:100 tol Valor final: 0.46
Buena (< 1s): a partir de a =41
Valor inicial: 0.7071
- Valor final: 1
Buena (>0.7071): cona=1:99
Valor inicial: 1.598
Mpl| Valor final: 1.1378
Nunca llega a un buen valor
Valor inicial: 5.7914
PRUEBA 2: Siat | Mp2] Valor final: 1.4612
Nunca llega a un buen valor
b,c,d =100 Valor inicial: 3
a=1:100 tsl Valor final: 0.06
Buena (< 1s): apartirdea=06
Valor inicial: 0.01
&t Valor final: 0.7071
Buena (>0.7071): cona= 100
Valor inicial: 1.1665
Mpl1 Valor final: 1.5396
Nunca toma un buen valor
Valor inicial: 1548730.722
PRUEBA 3: Sibt |Mp2] Valor final: 367.8208
Nunca llega a un buen valor
a,c,d=1 Valor inicial: 3
b=1:100 ts ~cte Valor final: 2.99
Nunca llega a un buen valor
Valor inicial: 0.7071
El Valor final: 0.01

Buena (>0.7071): conb=1
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Valor inicial: 1.1043
Mpl1t Valor final: 1.1378
Nunca toma un buen valor
Valor inicial: 2.2177
PRUEBA 4: Sibt |[Mp2] Valor final: 1.4612
Nunca llega a un buen valor
a,c,d=100 Valor inicial: 0.09
b=1:100 tol Valor final: 0.06
Buena (< 1s): conb=1:100
Valor inicial: 1
gl Valor final: 0.7071
Buena (>0.7071): conb =100
Valor inicial: 1.1665
Mpl| Valor final: 0.814
Buena (<1.1-w/4): a partir de ¢,d =32
Valor inicial: 1548730.722
PRUEBA 5: Sic,dt | Mp2| Valor final: 319.069
Nunca llega a un buen valor
ab=1 Valor inicial: 3
c,d=1:100 tsd Valor final: 0.56
Buena (< 1s): a partir de ¢,d =45
Valor inicial: 0.7071
§ =cte Valor final: 0.7071
Buena (>0.7071): conc,d=1:100
Valor inicial: 0.8345
Mpl1 Valor final: 1.1378
Buena (<1.1'n/4): conc,d=1
Valor inicial: 182.082
PRUEBA 6: Sic,dt | Mp2| Valor final: 1.4612
Nunca llega a un buen valor
a,b =100 Valor 1nicial: 0.05
c,d=1:100 ts ~cte Valor final: 0.06
Buena (< 1s): con ¢,d =1:100
Valor inicial: 0.7071
§ =cte Valor final: 0.7071
Buena (>0.7071): conc,d=1:100

54




De las tablas anteriores podemos sacar algunas conclusiones:

= Para conseguir una buena sobreelongacion de la respuesta al
escalon de Fy.(s), Mpl, tenemos dos opciones:
e Hacer que a > b, es decir, que la parte real de los polos
complejos conjugados sea mayor que la parte imaginaria
(prueba 1).
e Sia=Dby pequeios, hacer que los polos reales c,d estén lo
mas alejados del origen posible (prueba 5).
= Con respecto a la sobreelongaciéon maxima de la respuesta al
escalon de Fy4(s), Mp2, vemos que si los polos reales estan muy
cerca del origen, Mp2 es muy elevada (pruebas 1 y 3). Aunque
nunca llegamos a un buen valor, se consiguen mejores resultados
con los polos reales alejados del origen (pruebas 2 y 4).
Intentaremos alejarlos lo més posible.
= Para obtener un buen tiempo de establecimiento de la respuesta al
escalon de Fy.(s), t, tenemos dos posibilidades:
e Hacer que a y b sean grandes (prueba 6).
e Sia = by pequeiios, alejar del origen los polos c y d lo
maximo posible (prueba 5).
= Finalmente, para la constante de amortiguamiento, &, vemos que
si a = b entonces & = cte (pruebas 5 y 6). Ademas, observamos
que & aumenta cudnto mayor es a con respecto a b (prueba 1).

Por todo lo anterior decidimos realizar una séptima prueba con los
siguientes pardmetros:

= avariable de 1 a 100.
= b:%, de tal forma que siempre cumplimos que a > b, lo que es

bueno para Mpl y &.

~(p,+py)-2a _6617,751-2a
2 - 2

por dos razones. La primera es que nos viene impuesta por una de

las  ecuaciones que hemos obtenido  anteriormente

(-(p,+ps)=2a+c+d). La segunda porque de esta manera

m o=d= . Hemos utilizado esta relacion

conseguimos que los polos reales estén muy alejados del origen
(c=d=3307.8755 para a =1 y c =d = 3208.8755 para a = 100)
y, como hemos dicho antes, eso es bueno para Mp2 y t..
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A continuacion presentamos la tabla resultado de la ejecucion de la séptima
prueba (no estd completa para que quepa en una pagina):

a b c d Mp1 Mp2 Mp1+Mp2 ts epsilon
1 0.5 3307.876] 3307.876[ 0.7863| 0.3201 1.1065 0.01] 0.8944
5| 2.5 3303.876| 3303.876 0.79] 0.0642 0.8542| 0.01f 0.8944
10 5| 3298.876| 3298.876( 0.7945( 0.0322 0.8267| 0.01f 0.8944
150 7.5 3293.876] 3293.876/ 0.7987| 0.0215 0.8203| 0.01f 0.8944
16 8| 3292.876] 3292.876| 0.7996/ 0.0202 0.8197| 0.01f 0.8944
17| 8.5 3291.876/ 3291.876/ 0.8004 0.019 0.8194f 0.01f 0.8944
18 9] 3290.876| 3290.876| 0.8012 0.018 0.8192[ 0.04] 0.89444
19 9.5| 3289.876] 3289.876 0.802 0.017 0.819] 0.06| 0.8944
20 10] 3288.876| 3288.876| 0.8029 0.0162 0.819] 0.07| 0.89444
21| 10.5] 3287.876| 3287.876] 0.8037| 0.0154 0.8191f 0.08 0.8944
22| 11] 3286.876/ 3286.876] 0.8045 0.0147 0.8193 0.1] 0.8944
23 11.5| 3285.876| 3285.876] 0.8054| 0.0141 0.8195 0.1] 0.8944
24 12| 3284.876| 3284.876] 0.8062] 0.0135 0.8197| 0.11f 0.8944
25 12.5| 3283.876] 3283.876 0.807 0.013 0.82] 0.12] 0.8944
30 15/ 3278.876| 3278.876 0.811] 0.0109 0.8219| 0.14( 0.8944
35 17.5| 3273.876| 3273.876] 0.8149] 0.0093 0.8242] 0.15 0.8944
40| 20| 3268.876| 3268.876( 0.8187[ 0.0082 0.8269| 0.15 0.8944
45| 22.5| 3263.876| 3263.876( 0.8223[ 0.0073 0.8296] 0.15 0.8944
50( 25| 3258.876| 3258.876] 0.8259] 0.0066 0.8325( 0.15 0.8944
55( 27.5| 3253.876] 3253.876] 0.8293 0.006 0.8353| 0.14f 0.8944
60 30| 3248.876] 3248.876] 0.8326/ 0.0055 0.8381 0.14f 0.8944
65 32.5| 3243.876] 3243.876] 0.8358 0.0051 0.8409] 0.13] 0.8944
70 35| 3238.876] 3238.876] 0.8389] 0.0048 0.8437| 0.13| 0.8944
75 37.5| 3233.876] 3233.876] 0.8419] 0.0045 0.8463] 0.13] 0.8944
80 40| 3228.876| 3228.876| 0.8447| 0.0042 0.8489| 0.12| 0.8944
85 42.5| 3223.876] 3223.876| 0.8475 0.004 0.8515( 0.12| 0.8944
90 45| 3218.876| 3218.876] 0.8502] 0.0038 0.8539| 0.12| 0.8944
95 47.5| 3213.876| 3213.876] 0.8529] 0.0036 0.8564| 0.11] 0.8944

100] 50| 3208.876| 3208.876[ 0.8562[ 0.0034 0.8596] 0.11] 0.8944

En esta tabla hay muchos resultados que cumplen las especificaciones
impuestas. Entre todos ellos, decidimos tomar el que hemos sombreado
porque minimiza la suma Mpl + Mp2. De esta manera aseguramos que,
aunque en el sistema entren simultineamente la sefial de entrada y la
perturbacion, la salida nunca va a sobrepasar el margen fijado. Ademas, el
valor de sobreelongacion maximo final serd menor que el indicado en la
tabla porque dicho valor supone que ambos valores se dan el mismo
instante, lo que es improbable que ocurra.
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Resumiendo, hemos conseguido obtener los valores de a, b, ¢ y d que fijan
la posicion de los polos:

= a=20, parte real de los polos complejos conjugados.
= b =10, parte imaginaria de los polos complejos conjugados.
= ¢=d=3288,876, correspondientes a los polos reales.

Si recordamos las siguientes relaciones calculadas anteriormente:

« —(p+py)=(2a+c+d)

- (Kk+p2p3)=[a2+b2+2a(c+d)+cd]
« Kk(a+p)= [(a2 +b2Xc+d)+2acd]

. Kkap=(a*+b*)d

podemos determinar los valores de los pardmetros k, a y B de nuestro
controlador G.(s):

" Kk+p,p,=a’+b* +2a(c+d)+cd =

_a’+b’ +2a(c+d)+cd - p,p,
K

k

‘e 20% +10% +2-20(3288.876 + 3288,876)+ 3288,876:3288,876 — 50,808'6566,943 _ L086
- 9,899-10° o

. Kk(a+ﬂ)=(a2+b2Xc+d)+2acd =

(a2 +b2Xc+a’)+ 2acd
Kk

a+f=

(20% +10°(3288,876+ 3288,876)+ 2:20-3288.876:3288.876

. = 40,567
9,89910°1,086

a+f=
. Kkap=(a*+b*)d

(a®+b)d
Pk

(20% +107 3288,876:3288,876

a =
P 9,899-10°1,086

=503,259
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Por lo tanto, podemos expresar el controlador G.(s) como sigue:

G.(s) = k(s+as)(s+,6’) _ k(s2 +(a :ﬂ)s +a,6’)
_ 1,086(s* +40,567s +503,259) 546,353

=1,086s +44,041+
s s

G.(s)

Expresado de esta manera se observa claramente que Gg(s) es un
controlador de tipo PID. Ahora se trata de determinar los controladores
G.1(s) y Gea(s) a partir de G(s).

Comenzamos con G (s). Sabemos que la funcion de transferencia Fy(s)
tiene la siguiente expresion:

£ G, (S)
F (S)zﬁ = G(S)Gcl (S) — S (S_pz )(S—p3) N
r R(s)‘d#:o 1+ G(s)G.(s) 14 K k(s+a)s+p)
S'(S—pz)'(s—p3) S
o)~ K56, )

s* —(p, + p,)s* +(Kk + p,p, )s* + Kk(a + B)s + Kkafs

(s)= 9,89910°s-G., (s)
o s +6,61810°s +1,108107 s* +4,360-10% s + 5,408-10°

Por otro lado, sabemos que F,(s) también tiene la siguiente expresion
obtenida mediante el método de asignacion de ceros:

Fols) = a2 + b2 +2alc+d)+ chs2 +[(a2 —tbqu+d)+ 2acdlx+(a2 +b12 )cd
- st +(2a+c+a’)s3 + laz +b2 +2a(c+d)+ch:2 + [(az +b2Xc+d)+ 2achs+(a2 +b2}d
Fyr( ) 1,108107 5% +4,360-10° s + 5,40810°

S =
s*+6,61810°s% +1,108107 5% +4,360-10% s + 5,40810°

Igualando los numeradores de F,(s) podemos obtener la expresion de
Gei(s):

9,89910°s-G., (s)=1,10810 s* +4,360-10% 5 + 5,40810° =
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107 2 108 109
Gcl(S)= 1,L10810" s +4,3601(z s +5,408:10 =1’119S_|_44,041+546,353
9,899:10" s s

Se trata claramente de un controlador tipo PID.
Ahora calculamos la expresion del controlador Gx(s):
GC(S):GCI(S)+G02(S) =

546,353
s

G,(s)=G,(s)-G,(s)= (1,086s+44,041+

j— [1,1 195 +44,041+ 546’353)

S
G, (s)=-0,033s

Por lo tanto G¢(s) es un controlador de tipo derivativo.
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7. Estudio del controlador disenado

7.1 Diagrama y funciones de transferencia del disefio adoptado

En el apartado anterior, 6. Diserio de un controlador de dos grados de
libertad, hemos presentado todo el proceso seguido para disefiar los
controladores G((s) y Ge(s) encargados de que nuestro sistema responda
como deseamos.

Resumiendo, el controlador de dos grados de libertad disenado tiene la
siguiente estructura y expresiones:

fi

546,353 939940
r(t) G ls)= 4 M 227 11105 + + Glsi= y(t)
el X 3 32 =
3 T+ AAL6I075 T + 333710 s

Gﬂ's I=-0,033:

@— n(t)

Figura 19: Controlador de dos grados de libertad disefiado

Ademas, las tres funciones de transferencia del sistema completo son:

1,108107 s> +4,36:10% s + 5,40810°
F)r(s): 4 PPEE 1072 18 10
s*+6,61810°s® +1,108107 s* +4,36:10%s + 5,40810

(5)- 9,89910° 5
YT 54 16,61810°s* +1,108107 5> +4,3610° s + 5,40810°

~1,07510" s* —4,36:10° s —5,408:10°
yn(s): ) 1033 1072 18 109
s"+6,61810"s” +1,10810" s~ +4,36:10%s + 5,408-10

Con estas funciones de transferencia vamos a realizar unas simulaciones en
Matlab para ver si el sistema se comporta como esperamos.
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7.2 Simulacion en Matlab del sistema completo

7.2.1 Caracteristicas del sistema en el dominio del tiempo

e Respuesta al escalon de F,,

Lo primero que queremos comprobar es que hemos disefiado correctamente
el sistema de tal forma que el motor cumple las especificaciones fijadas en
el apartado 4.2.1 Pardametros de diserio en el dominio del tiempo.
Recordamos que dichas especificaciones eran:

» El motor gira hasta alcanzar los 45° en régimen permanente.
= [La sobreelongacion no sobrepasa el 10% del valor final.
= El tiempo de establecimiento es menor de un segundo.

A continuacion podemos ver la respuesta al escalon de % V del sistema,

considerando que las perturbaciones a la entrada y la salida de la planta son
nulas:

Reszpuests del sistema para r) constante
o8 T T

0.6 -

0sp =

Salida (rad)

o4} -

0.3 ¢ -

01 r =

1] 005 01 015
Tiempo [sec)

Figura 20: Respuesta del sistema para r(t) constante
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Los parametros del régimen transitorio obtenidos son:

= Valor en régimen permanente: % =0,785 rad
= Sobreelongacion maxima: 0,803 rad

= Sobreelongacion maxima (porcentaje): 2,24%

= Tiempo de establecimiento: 7,64 ms

= Tiempo de pico: 3,34 ms

» Tiempo de subida: 1,75 ms

Por lo tanto, observamos que cumplimos ampliamente las restricciones
impuestas:

= Hemos conseguido que la sobreelongacion sea sélo de un 2,24 %,
lo que implica que el motor no girard mas de 46° durante el
régimen transitorio.

= Hemos obtenido un tiempo de establecimiento de sélo 7,64 ms.
Es decir, cuando el usuario pulse el boton de control, el coche se
colocara en su posicion casi instantaneamente.

Estos resultados no eran del todo imprevisibles puesto que, durante el

estudio del motor en lazo cerrado, vimos que los pardmetros de disefo eran
relajados.
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e Respuesta al escalon de F,q4

Ahora esperamos verificar que el sistema es capaz de eliminar
correctamente una perturbacion constante a la entrada de la planta.
Correctamente quiere decir rapidamente y de tal forma que no influya
demasiado en la respuesta del sistema (esto es, que su amplitud sea
pequena).

Para comprobarlo visualizamos la respuesta al escalon de nuestro sistema a
la perturbacion utilizando la funcion de transferencia Fyq:

Respuesta del sistema para dit) constante
DD2 T T T T T T T T

0.0118

0.016

0.014

0mz

0.01

Salida (rad)

0.008

0.006

0.004

0.ooz ¢

] 1 1 1 I I I L .
0 1N 0.z 0.3 04 05 06 o7 .G o8 1

Tiempa [zec)

Figura 21: Respuesta del sistema para d(t) constante

Con ayuda de Matlab obtenemos que:

= El tiempo de pico es: 46,98 ms
* La amplitud méxima es: 16,19 rad = 0,928°

Consideramos que estos resultados son bastante aceptables. A continuacion
veremos la respuesta del sistema a una perturbacion a la salida de la planta.
Después comprobaremos si la accién conjunta de r(t) y d(t) sigue
manteniendo las especificaciones.
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e Respuesta al escalon de F,,

El controlador disefiado es de dos grados de libertad y, por lo tanto, nos ha
permitido adecuar la respuesta a la entrada r(t) y a la perturbacion d(t)
segun nuestras necesidades o deseos.

Sin embargo, no nos ha dejado libertad para elegir la respuesta del sistema
ante una perturbacion a la salida, n(t). Por esta razon, durante el disefio
hemos considerado que la perturbacion n(t) es nula.

Por curiosidad, queremos ver como se comporta nuestro sistema si n(t) no
es nula, sino una perturbacion constante. Para ello, visualizamos la
respuesta del sistema a un escalon utilizando la funcidon de transferencia
F

yn:

Respuesta del sistema para nit) constante
D T T T T T T T T

02 F =1

06 ¢ -

Salida (rad)

ask 4

0 0.0z 0.04 0.0 0.05 04 01z 014 016 01s 0.2
Tiempo [sec)

Figura 22: Respuesta del sistema para n(t) constante

Observamos dos cosas:

= La respuesta del sistema ante una perturbacion constante a la
salida produce un giro del motor negativo (en la otra direccion).
Esto era de esperar puesto que Fy,(s) tiene signo negativo.

= La presencia de esta sefial haria que nuestro sistema funcionase
fatal. En lugar de girar 45° al accionar el boton de control,
intentaria rotar en sentido contrario.
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e Respuesta conjunta del sistema a r(t) v d(t)

A la hora del disefio del controlador, comenzamos buscando una posicion
de los polos que garantizase que la sobreelongacion maxima del sistema
para la entrada r(t) era menor del 10 %.

Conseguimos llegar a una solucidon adecuada para esa restriccion pero, al
fijar la posicion de los polos, también fijamos la respuesta del sistema para
la perturbacion d(t). Aunque dicha respuesta parecia también adecuada,
pues eliminaba rapidamente la perturbacion, no era suficiente. La razon es
que, al visualizar la respuesta conjunta de r(t) y d(t), la sobreelongacion
sobrepasaba su limite maximo.

Por ello nos pusimos de nuevo a la tarea de encontrar una posicion de los
polos que garantizase que, aunque la entrada y la perturbacion actuasen a la
vez, el sistema se comportaba adecuadamente. Y lo conseguimos.

A continuacion presentamos la respuesta conjunta del sistema a r(t) y d(t):

Respuesta conjunta del sistema a rit) v dit)

1 T T T T T T T T T

0.8 T_ =

0.7 -
06k -

05t =

Salida (rad)

03r .

0.1

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 002 004 006 008 01 012 014 016 018 0.2
Tiempo (sec)

Figura 23: Respuesta conjunta del sistema a r(t) y n(t)
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Los parametros mas relevantes de la respuesta son:

= Valor en régimen permanente: % =0,785 rad
= Sobreelongacion maxima: 0,808 rad

= Sobreelongacion maxima (porcentaje): 2,91%

= Tiempo de establecimiento: 71,36 ms

= Tiempo de pico: 22,65 ms

» Tiempo de subida: 1,73 ms

Si comparamos estos resultados con los obtenidos con la respuesta del
sistema a la entrada r(t), observamos que:

= La sobreelongacion maxima ha aumentado ligeramente debido a
la adicion de la perturbacion d(t). Sin embargo sigue cumpliendo
las especificaciones del sistema.

» El tiempo de establecimiento ha aumentado un orden de magnitud
(sin la perturbacion el tiempo de establecimiento era de 7,64 ms).
A pesar de ello sigue siendo un valor muy bajo para la aplicacion
de nuestro sistema.

= El tiempo de pico también se ha retrasado al considerar la accion
de la perturbacién (antes era de 3,34 ms). Este resultado tiene
sentido puesto que el valor maximo de la respuesta a d(t) ocurria
a los 46,98 ms.

= El tiempo de subida, por el contrario, se ha reducido un poco (el
valor sin considerar la perturbacion era de 1,75 ms). Este
resultado tampoco es sorprendente puesto que, al sumarse las
contribuciones de r(t) y d(t), ambas positivas, el sistema alcanzara
mas rapidamente el 50 % de su valor final.

Por todo lo anterior, deducimos que el sistema se sigue comportando de
forma adecuada incluso en presencia de una perturbacion constante en la
entrada de la planta.
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e Respuesta a la rampa v parabola. Conclusiones

En este apartado vamos a comprobar que se cumplen las especificaciones
de que el error en régimen permanente para la rampa y la paradbola es nulo.
Teoricamente sabemos que se debe cumplir puesto que para definir Fy,(s)
hemos utilizado el método de asignacion de ceros.

Para verificarlo visualizamos en Matlab la respuesta a una rampa y una
parabola de nuestro sistema:

Respuesta del sistema a una pardbaola

Respuesta del sistema a una rampa

2510 = 25¢

osp 5 1IR3 3

. L L . L ] . . . . 1 L L .
il 08 1 15 2 25 3 0 1 2 3 4 5 [ 7 g 9
Tiernpo (sec) Tiempo (sec)

Figura 24: Respuestas del sistema a una rampa y una parabola

Los resultados obtenidos son precisamente una rampa y una parabola
invertida. El resultado no nos sorprende demasiado porque es el mismo que
obtuvimos durante el estudio del motor en lazo cerrado.

Sin embargo, pensabamos que quizas durante el régimen transitorio la
salida no fuese exactamente una rampa ni una parabola.
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7.2.2 Caracteristicas del sistema en el dominio de la frecuencia

Para estudiar las caracteristicas del sistema en el dominio de la frecuencia
representamos el diagrama de Bode:

Diagrama de Bode del sistema
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Figura 25: Diagrama de Bode del sistema
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Visualizando este resultado podemos concluir que:

El sistema completo se sigue comportando como un filtro paso
bajo con un ancho de banda de 2209,756 rad/s. El ancho de banda
ha aumentado considerablemente con respecto al caso del motor
en lazo abierto, donde tenia un valor de 36,97 rad/s.

Aunque a primera vista parece que no hay fenomeno de
resonancia, con ayuda de Matlab observamos que hay un pico
resonante de 0,189 dB en la frecuencia 109,91 rad/s.

Nos extrafia que el modulo de la respuesta en frecuencia tenga
so0lo un cambio de pendiente de valor 40 dB/dec. La razén es que
los ceros de la funcion de transferencia caen aproximadamente en
la misma posicion que los polos conjugados de nuestro sistema.
Por ello practicamente anulan su contribucidén y el cambio de
pendiente que vemos en la figura es debido al polo real doble del
sistema.
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8. Comentarios finales

Para terminar esta memoria no queriamos dejar de comentar algunos
puntos:

= Consideramos que hemos alcanzado el objetivo principal:
controlar la posicion de un motor mediante un controlador de dos
grados de libertad.

* Sin embargo, nuestro objetivo inicial era mucho mas ambicioso.
Ademas del desarrollo expuesto pretendiamos llevar a cabo varios
puntos que hubiesen resultado muy interesantes:

e Disefio de un controlador de primer orden en el dominio
del tiempo y en el dominio de la frecuencia.

e Implementacion electronica del controlador disefiado.

e Estudio de las condiciones iniciales en nuestro sistema.

* Nos habria gustado comenzar el trabajo llevando a cabo el
primero de los puntos anteriores porque consideramos podria
haber resultado mucho mas formativo en el area de la ingenieria
de control.

Dado que este trabajo ha constituido nuestra introduccion a este
mundo, el abordar el disefio de un controlador de dos grados de
libertad sin dominar herramientas como el lugar de raices o el
diagrama de Nyquist nos ha obligado a utilizar un método
computacional basado en funciones de transferencia que no nos
acaba de gustar.

» Ademas, quizéds también por nuestro poco conocimiento del tema,
el presente desarrollo incluye muchos apartados que se podrian
obviar en estudios posteriores.

A pesar de lo anterior, sefialar que hemos disfrutado enormemente con todo
el proceso. No solo hemos podido aplicar y afianzar conocimientos
adquiridos en otras materias sino que también hemos atravesado la puerta
de un nuevo mundo que no conociamos y que ha resultado apasionante.
Esperamos poder desarrollar nuestros conocimientos en esta area y, quizas,
dedicarnos a ello en un futuro préximo.
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3.4 Relacion de los parametros de diserio en el
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Ademas, hemos consultado en numerosas ocasiones la ayuda de Matlab y
Maple para la realizacion de las simulaciones.
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10. Anexo: Codigo de las simulaciones

10.1 Modelado del motor en lazo abierto como sistema de tercer
orden

% ____________________________________________________________________
% Modelado del motor en lazo abierto como sistema de tercer orden
% ____________________________________________________________________

% Seleccionamos el formato deseado para los datos numéricos
format long;

% Parametros del motor

R = 4.91; % Ohm --> R = resistencia en bornes
L = 742.2; % uH --> L = inductancia en bornes
J = 43.8; % g*cm™2 -->J = inercia del rotor

B = 10"(-5); % N*m*rad/s --> B = friccidn mecanica

kl = 32.18; % mV*s/rad --> k1 = constante de FEM

k2 = 32.18; % mN*m/A --> k2 = constante de par

% Parametros del motor en SlI

R = R; % Ohm --> R = resistencia en bornes
L=1L* 10"(-6); % H --> L = inductancia en bornes
J=J* 10"(-7); % kg*m~2 -->J = inercia del rotor

B = B; % N*m*rad/s --> B = friccidén mecanica

ki = ki1 * 10n(-3); % V*s/rad --> k1l = constante de FEM

k2 = k2 * 10n(-3); % N*m/A --> k2 = constante de par

% Funcion de transferencia del motor para la posicion
num = k2;

den = [J*L (J*R + B*L) (B*R + k1*k2) 0];

G = tf (num,den);
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10.2 Simulacion del motor en lazo abierto como sistema de tercer
orden

0
% SIMULACION DEL MOTOR EN LAZO ABIERTO COMO SISTEMA DE TERCER ORDEN
0

lazoabierto;

% Calculo analitico de los ceros y polos del sistema

pl = 03
p2 = (-(J*R+B*L)+sqrt((J*R+B*L)"2-4*J*L*(B*R+k1*k2)))/(2*I*L);
p3 = (-~(I*R+B*L)-sqrt((J*R+B*L)"2-4*J*L*(B*R+k1*k2)))/ (2*I*L);

% Calculo de los ceros y polos del sistema mediante la funcidén tf2zp
[z,p,k] = tf2zp(num,den);

% Diagrama polos-ceros del motor en lazo abierto

pzmap(G);

title ("Diagrama polos-ceros de la funcién de transferencia del motor
en lazo abierto");

pause;

% Respuesta al escaldon del motor en lazo abierto

step(G);

title("Respuesta a un escaldn unitario del motor en lazo abierto®);
xlabel ("Tiempo®);

ylabel("Salida (rad)");

pause;

% Respuesta a la rampa del motor en lazo abierto

t = 0:0.1:100;

u_rampa = t;

z = Isim(G,u_rampa,t);

plot (z,t);

title ("Respuesta a una rampa del motor en lazo abierto®);
xlabel("Tiempo (sec)”);

ylabel ("Salida (rad)");

pause;

% Respuesta a una parabola del motor en lazo abierto
u_parabola = t."2;

z = Isim(G,u_parabola,t);

plot (z,t);

title ("Respuesta a una parabola del motor en lazo abierto®);
xlabel ("Tiempo (sec)”);

ylabel ("Salida (rad)");

pause;

% Bode del motor en lazo abierto

w = logspace (-1,6,200);

bode (G,w);

title("Diagrama de Bode del motor en lazo abierto®);
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% Calculo del ancho de banda
[mag,phase,w] = bode (G,w);

n=1;

while 20*1ogl0(mag(n)) >= -3
n = n+l;

end

ancho_banda = w(n);

% Calculo del MF, MG, frecuencia de cruce de fase y frecuencia
% de cruce de ganancia

[MG,MF,wcp,wcg] = margin (G);

MGdB = 20*1og10(MG);

[MGdB MF wcp wcg];

pause;

% Nyquist del motor en lazo abierto
w = 0:0.1:1000;
[re,im] = nyquist(G,w);
for i = 1:length(w)
real(i,1) = re(1,1,1);
imag(i,1l) = im(1,1,1);
end
plot(real,imag);
axis ([-2 2 -10 10]);
title("Diagrama de Nyquist del motor en lazo abierto®);
xlabel ("Eje real®);
ylabel("Eje imaginario”);
grid;
pause;
close;
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10.3 Modelado del motor en lazo cerrado

% ____________________________________________________________________
% Modelado del motor en lazo cerrado
% ____________________________________________________________________

lazoabierto;

% Funcion de transferencia del motor en lazo cerrado
num2 = k2;

den2 = [J*L (J*R + B*L) (B*R + ki1*k2) k2];

F = tF (num2,den2);

% Funcidon de transferencia del motor en lazo cerrado (alternativa)
% F = feedback(G,1);
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10.4 Simulacion del motor en lazo cerrado

0
% SIMULACION DEL MOTOR EN LAZO CERRADO
0 o

lazocerrado;

% Calculo de los ceros y polos del sistema mediante la funcidén tf2zp
[z,p.K] = tF2zp(nhum2,den2);

% Diagrama polos-ceros del motor en lazo cerrado

pzmap(F);

title ("Diagrama polos-ceros de la funcidén de transferencia del motor
en lazo cerrado®);

axis ([-7000 1000 -40 40D);

pause;

% Respuesta al escaldn de 5V del motor en lazo cerrado

step (pi/Z4*F);

axis ([0 0.5 0 1D);

title("Respuesta a un escaldon de \pi/4 V del motor en lazo cerrado®);
xlabel("Tiempo™);

ylabel("Salida (rad)");

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
t = 0:0.001:3;
[y.t] = step(pi/4*F,t);

% Tiempo de subida

r =1;

while y(r) < pi/Z4 + 0.001
r = r+l;

end

tiempo_subida = (r-1)*0.001;

% Tiempo de pico y sobreelongacién maxima

[ymax,tp] = max(y);

tiempo_pico = (tp - 1)*0.001

sobreelongacion_max = ymax;

sobreelongacion_max_porc = (ymax - pi/4)*100/(pi/4);

% Tiempo de asentamiento

s = length(t);

while y(s) > (0.98*pi/4) & y(s) < (1.02*pi/4);
s =s -1;

end

tiempo_asentamiento = (s - 1)*0.001;

pause;
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% Respuesta a la rampa del motor en lazo cerrado

t = 0:0.1:100;

u_rampa = t;

z = Isim(F,u_rampa,t);

plot (z,t);

title ("Respuesta a una rampa del motor en lazo cerrado®);
xlabel ("Tiempo (sec)”);

ylabel ("Salida (rad)");

pause;

% Respuesta a una parabola del motor en lazo cerrado
u_parabola = t."2;

z = Isim(F,u_parabola,t);

plot (z,t);

title ("Respuesta a una parabola del motor en lazo cerrado®);
xlabel ("Tiempo (sec)");

ylabel ("Salida (rad)");

pause;

% Bode del motor en lazo cerrado

w = logspace (-1,6,1000);

bode(F,w);

title("Diagrama de Bode del motor en lazo cerrado®);

% Calculo de la frecuencia de resonancia, el pico de resonancia

% y el ancho de banda

[mag,phase,w] = bode (F,w);

[Mr,k] = max(mag);

pico_resonante = 20 * loglO(Mr);

frecuencia _resonante = w(k);

n=1;

while 20*logl0(mag(n)) >= -3
n=n+1;

end

ancho_banda = w(n);

pause;

% Nyquist del motor en lazo cerrado

w = 0:0.1:1000;

[re,im] = nyquist(F,w);

for i = 1:length(w)
real(i,1) = re(1,1,1);
imag(i,1l) = im(1,1,1);

end

plot(real,imag);

title("Diagrama de Nyquist del motor en lazo cerrado®);

xlabel("Eje real™);

ylabel("Eje imaginario®);

grid;

pause;

close;
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10.5 Pruebas para ver como se relacionan los parametros de diseino con
la posicion de los polos del sistema

0 e e e
% Pruebas para ver como se relacionan los parametros de disefio con la
% posicion de los polos del sistema

) ——

r=0;
t = 0:0.001:3;

% PRUEBA 1
% Fijamos b,c,d = 1 y variamos 1 < a < 100
for i=1:100

% Establecimiento de los parametros

O0OTY®
I n

PR E-

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(a”2+b"™2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b"2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
Lyr,t] step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s -1;

end

ts = (s - 1)*0.01;
wn = sqrt(a™2+b"2);
epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
end
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% PRUEBA 2
% Fijamos b,c,d = 100 y variamos 1 < a < 100

for

end

i=1:100

% Establecimiento de los parametros
i;

100;

100;

100;

O0TY

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(@a"2+b”2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b™2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
[yr,t] = step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s - 1;

end

ts (s - 1)*0.01;

wn sgrt(an2+bn2);

epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
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% PRUEBA 3
% Fijamos a,c,d = 1 y variamos 1 < b < 100

for

end

i=1:100
% Establecimiento de los parametros

o0 oW
N

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(@a"2+b”2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b™2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
[yr,t] = step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s - 1;

end

ts (s - 1)*0.01;

wn sgrt(an2+bn2);

epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
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% PRUEBA 4
% Fijamos a,c,d = 100 y variamos 1 < b < 100

for

end

i=1:100

% Establecimiento de los parametros
100;

i;

100;

100;

O0TY

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(@a"2+b”2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b™2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
[yr,t] = step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s - 1;

end

ts (s - 1)*0.01;

wn sgrt(an2+bn2);

epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
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% PRUEBA 5
% Fijamos a,b = 1 y variamos 1 < c,d < 100
for 1=1:100

end

% Establecimiento de los parametros
1;

O0TY
- .

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(@a"2+b”2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b™2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
[yr,t] = step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s - 1;

end

ts = (s - 1)*0.01;
wn = sqrt(a™2+b"2);
epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
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% PRUEBA 6
% Fijamos a,b = 100 y variamos 1 < c,d < 100
for 1=1:100

end

% Establecimiento de los parametros
100;
100;

O0TY

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(@a"2+b”2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b™2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
[yr,t] = step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s - 1;

end

ts = (s - 1)*0.01;
wn = sqrt(a™2+b"2);
epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
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% PRUEBA 7
% Fijamos b = a/2, c,d = (6617.751-2*a)/2 y variamos 1 < a < 100

for

end

i=1:100

% Establecimiento de los parametros
i;

a’2;

(6617.751-2*a)/2;

C;

O0TY

% Creacion de las funciones de transferencia Fyr y Fyd
numerl = [(@*2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+bN2)+2*a*c*d)
c*d*(@a"2+b”2)];

numer2 = [9.899*1076 0];

denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d)
((c+td)*(@"2+b™2)+2*a*c*d) c*d*(a”2+b"™2)];

tf (numerl,denom);

tf (numer2,denom);

Fyr
Fyd

% Respuesta al escaldén de Fyr y Fyd
[yr,t] = step(pi/4*Fyr,t);
[yd.t] = step(Fyd,t);

% Calculo de los parametros del régimen transitorio
Mpl = max(yr);

Mp2 = max(yd);

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4)

s =s - 1;

end

ts (s - 1)*0.01;

wn sgrt(an2+bn2);

epsilon = a/wn;

r = r+l;

tabla(r,:) = [a b c d Mpl Mp2 (Mpl+Mp2) ts epsilon];
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10.6 Simulacion del controlador disenado

% ____________________________________________________________________
% Simullacién del controlador disefado
U — e __

0
% Funciones de transferencia

0
calculosauxiliares;

r=0;
= 0:0.00001:3;

-+

% Establecimiento de los parametros de los polos
a = 20;

b = 10;

c = (6617.751-2*a)/2;

d = c;

% Numerador de Fyr
numerl = [(@"2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(an2+b"2)+2*a*c*d)
c*d* (a/\2+b/\2)] :

% Numerador de Fyd
numer2 = [9.899*1076 0];

% Numerador de Fyn
numer3 = [-K*k -K*k*(amasb) -K*k*ab];

% Denominador comun
denom = [1 (2*a+c+d) (@™2+b"2+2*a*(c+d)+c*d) ((c+d)*(a™2+b"2)+2*a*c*d)
c*d*(an2+b"2)];

% Funciones de transferencia

Fyr = tf (numerl, denom);
Fyd = tFf (numer2, denom);
Fyn = tf (numer3, denom);

0
% Respuesta al escalén de Fyr

0 e
step(pi/4*Fyr,t);

axis ([0 0.15 0 0.9]);

title("Respuesta del sistema para r(t) constante®);
xlabel("Tiempo™);

ylabel("Salida (rad)");

% Calculo de los parametros
[yr.t] = step(pi/4*Fyr,t);

% Tiempo de subida

r =1;

while yr(r) < pi/4 + 0.001
r = r+l;

end

tiempo_subida Fyr = (r-1)*0.00001;
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% Tiempo de pico y sobreelongacién maxima

[ymax,tp] = max(yr);

tiempo_pico Fyr = (tp - 1)*0.00001;
sobreelongacion_max_Fyr = ymax;
sobreelongacion_max_porc_Fyr = (ymax - pi/4)*100/(pi/4);

% Tiempo de asentamiento

s = length(t);

while yr(s) > (0.98*pi/4) & yr(s) < (1.02*pi/4);
s =s -1;

end

tiempo_asentamiento_Fyr = (s - 1)*0.00001;

pause;

0
% Respuesta al escaldon de Fyd

step(Fyd,t);

axis ([0 1 0 0.02D);

title("Respuesta del sistema para d(t) constante®);
xlabel("Tiempo™);

ylabel("Salida (rad)");

% Calculo de los parametros
[yd,t] = step(Fyd,t);

% Tiempo de pico y amplitud méxima
[ymax,tp] = max(yd);
tiempo_pico Fyd = (tp - 1)*0.00001;
amplitud_max_Fyd = ymax;

pause;

) —
% Respuesta al escaldn de Fyn

) e
[yn,t] = step(Fyn,t);

step(Fyn,t);

axis ([0 0.2 -1.4 0O]);

title("Respuesta del sistema para n(t) constante®);
xlabel("Tiempo™);

ylabel("Salida (rad)");

pause;

U
% Respuesta conjunta de r(t) y d(t)

ydr = yd + yr;

plot (t, ydr);

axis([0 0.2 0 1]);

title("Respuesta conjunta del sistema a r(t) y d(t)");
xlabel ("Tiempo (sec)”);

ylabel ("Salida (rad)");

% Tiempo de subida

r =1;

while ydr(r) < pi/4 + 0.001
r = r+l;

end

tiempo_subida Fydr = (r-1)*0.00001;
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% Tiempo de pico y sobreelongacién maxima

[ymax,tp] = max(ydr);

tiempo_pico _Ydr = (tp - 1)*0.00001;
sobreelongacion_max_Ydr = ymax;
sobreelongacion_max_porc_Ydr = (ymax - pi/4)*100/(pi/4);

% Tiempo de asentamiento
s = length(t);
while ydr(s) > (0.98*pi/4) & ydr(s) < (1.02*pi/4);

s =s -1;
end
tiempo_asentamiento_Ydr = (s - 1)*0.00001;
pause;
U
% Respuesta a la rampa
0 —

u_rampa = t;

z = Isim(Fyr,u_rampa,t);

plot (z,t);

axis([0 3 0 3D);

title ("Respuesta del sistema a una rampa®);
xlabel("Tiempo (sec)”);

ylabel("Salida (rad)");

pause;

0
% Respuesta a la parabola

u_parabola = t."2;

z = Isim(Fyr,u_parabola,t);

plot (z,t);

axis(J0 9 0 3]);

title ("Respuesta del sistema a una parabola®);
xlabel ("Tiempo (sec)");

ylabel("Salida (rad)");

pause;

U — e
% Diagrama de Bode del sistema

w = logspace (-1,6,1000);
bode(Fyr,w);
title("Diagrama de Bode del sistema®);

% Calculo de la frecuencia de resonancia, el pico de resonancia

% y el ancho de banda

[mag,phase,w] = bode (Fyr,w);

[Mr.k] = max(mag);

pico_resonante = 20 * loglO(Mr)

frecuencia_resonante = w(k)

n=1;

while 20*1ogl0(mag(n)) >= -3
n=n+1;

end

ancho_banda = w(n)

pause;
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