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1. Introduccion

En este documento se estudian caracteristicas de régimen permanente y transitorio para el disefio
de sistemas de control de segundo orden, tercer orden y dos grados de libertad. Se estudiaran
diferentes controladores, como combinaciones de acciones proporcionales, derivativas e integrales,
bajo la configuracién general que se muestra en la Figura 1.1. El controlador G rp(s) hace referencia
a la rama prealimentada (Feedforward en inglés), Grr(s) a la rama directa (Direct), Gpa(s) a la
paralela (Parallel) y Gpp(s) a la realimentada (Feedback).

> GFF(S)
’LLFF(t)
r(t) —»(Xr V> Gpi(s) unr(t) “O e u(®)
'u,pA(t)
urp(t) Gra(s)
Grp(s)|<

Figura 1.1: Configuracién de diferentes controladores

1.1. Normalizaciéon de las funciones de transferencia de lazo cerrado

En este documento las graficas en el dominio del tiempo se representan independientes de p,
haciendo un cambio en la escala de tiempo, de tal manera que el eje de abscisas sea pt.

Hacer s = ps; supone un cambio en la escala de tiempo ¢; = pt. La demostracién de esto puede
hacerse de la siguiente forma. El teorema del cambio de escala de tiempo afirma que

pL-{f(pt)} = F(s/p) = F(s1) = L_{f(t1)} (1.1)

donde f(t) es cualquier funcién en ¢, L_ es la Transformada de Laplace con la variable compleja s
y L" es la Transformada de Laplace con la variable compleja s1. Haciendo f(t) = r(¢), la funcién
escalén unidad, entonces p/s = 1/s;.

De esta manera, al hacer el cambio de variable s = psq, representaremos P(s) como P(psi),
G(s) como G(ps1) y H(s) como H(ps1).

Con la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado H (ps;) puede calcularse cualquier variable
en el tiempo, como por ejemplo la salida a la entrada escalén unidad, y hacer una representacién
grafica cuyo eje de abscisas sea t; = pt. Asi, Y(ps1) = H(psi)R(psi1) con R(ps1) = 1/psi.
Aplicando la transformada de Laplace inversa se obtendria y(t1). En las representaciones graficas
que haremos en este escrito se pondra en el eje de abscisas pt en vez de t; y en eje de ordenadas se
pondrd y(t) en vez de y(t1), con la esperanza de que no se preste a confusién.

2. Sistemas de control de segundo orden

En esta Seccién se va a analizar el problema de seguimiento de sefiales de referencia mondmicas,
de un sistema de control realimentado de un sistema de orden dos, orden relativo dos y tipo uno,
con controladores P, PD, P-D y PI, pese a ser este tltimo un sistema de orden tres.

La funcidn de transferencia del sistema a controlar la escribiremos en la forma

K

GO = i) (2.1)



donde K,p € RT son parametros constantes y positivos del sistema.

Para los controladores P, PD y P-D la funcién de transferencia de lazo cerrado es un sistema
de orden dos y tipo cero. Para el controlador Pl la funcidn de transferencia de lazo cerrado es un
sistema de orden tres y tipo cero. Con los controladores P, P-D y Pl el orden relativo es dos, mientras
que con el controlador PD, el orden relativo es la unidad. Con los controladores P y P-D la funcién
de transferencia de lazo cerrado se corresponde con la primera forma candnica de los sistemas de
segundo orden, mientras que con el controlador PD, veremos que la funcién de transferencia de lazo
cerrado es una combinacién lineal de la primera y segunda forma candnica. El controlador Pl se
vuelve mas complicado y su andlisis se relega a la Seccién 3.

En esta Seccién también se definirdn los pardmetros de los controladores, y una forma de normali-
zacion de la funcién de transferencia de lazo cerrado, convenientes para el disefio de los controladores.

Se verd, finalmente, un ejemplo numérico de disefio de los controladores P y P-D.

2.1. Controlador P

r(t) e(t) ut)| K y(t)
| s(s + p) ]

Figura 2.1: Controlador P para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 2.1 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con
un controlador Proporcional (P) donde el sistema a controlar es de segundo orden y de tipo uno. La
funcién de transferencia de lazo cerrado Hp(s) tiene la forma,

K,K

Hp(s) = 22
P(s) 2+ ps+ KK

(2.2)

Se puede observar que la Ecuacién 2.2 coincide con la primera forma candnica de los sistemas
de segundo orden dada por la Ecuacién 2.3,

w2

Gr(s) n (2.3)

T 2 4 2wns + w2

Por lo tanto, si
Hp(s) = Gi(s) (2.4)

la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento vienen dados por

wp = KpK (2.5a)

p p
¢ = — (2.5b)
2 JE,K 2w,

Puesto que el numerador contiene un “subpolinomio completo” del denominador de grado ng = 0,
sabemos que solo se podra resolver el problema de seguimiento para las sefiales mondmicas de grado
q < 1, es decir, solo para la sefal de referencia escalén.

La funcidn de transferencia del error tiene la forma,

s(s+p)
H, = — 2.6
p(5) s+ ps+ K, K (26)
Aplicando el teorema del valor final,
) s(s+p) o s
eloc) = lims oy KPKR(S) Py KpKR(S) (27)



Vemos que el error de régimen permanente para una sefial de referencia escalén es nulo, mientras
que es finito para la sefial de referencia rampa:

p__4¢

= = 2.
Kok~ 1 (2.8)

ep,1(00)

Para el disefio del controlador P conviene elegir el parametro ( en vez de K, aunque el disefio
no termine hasta que se asigne un valor a este parametro.

Para ello conviene expresar la funcién de transferencia de lazo cerrado Hp(s), en funcién de (.
Puesto que p = 2¢wy,

2 D
Wn = e (2.9)
De aqui que
»
A2
Hp(s) = — 2~ (2.10)
s2 4 ps+ £

4¢2
Por otro lado, también conviene normalizar la funcién de transferencia, tal y como se define en la
Seccién 1.1. Haciendo s = ps; se obtiene una funcién de transferencia de lazo cerrado independiente
de p, que supone un cambio de escala en el tiempo, de ¢ a pt,

1
Hp(s1) = 4—@1 (2.11)
8% + 51+ TQQ
En la Figura 2.2 se muestran curvas de la salida para diferentes valores de (, donde el eje de
abscisas es pt.

y(t) =03

¢ =0.707

Figura 2.2: Salida con controlador P



2.2. Controlador P-D

r(t) ® e(t) u1 (%) u(t) K y(t)
KP > >
- s(s +p)

U2 (t)

KPTDS

Figura 2.3: Controlador P-D para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 2.3 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con un
controlador de tipo proporcional y derivativo con el factor proporcional en el lazo directo y el factor
derivativo en el lazo paralelo. Utilizaremos la notacién P-D para esta clase de controladores.

Este sistema de control tiene una funcién de transferencia de lazo cerrado Hp_p(s) que coincide
con la primera forma candnica de los sistemas de segundo orden, de la misma forma que con el
controlador P, pero a diferencia de este tiene dos pardmetros de disefio (K, 7p),

Hp-p(s) = 2+ (p+ Kf?([ip)s + K,K (212)

donde la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento vienen dados por
wp = /KK (2.13a)
s

Puesto que el numerador contiene un “subpolinomio completo” del denominador de grado ng = 0,
sabemos que solo se podra resolver el problema de seguimiento para las sefiales mondmicas de grado
q < 1, es decir, solo para la sefal de referencia escalén.

La funcidn de transferencia del error tiene la forma,

s(s+p+ K,Ktp)
H.p_ = 2.14
e.r-n(5) = +(p+ K,K1p)s + K, K (2.14)
Aplicando el teorema del valor final,
. s(s+p+ K,K7p) §2 (p+ K,K7p)
=1 R(s) =1 R 2.15
oo0) = s S+ K Rrp)s + KK ) = KoK (5) (2.15)

Vemos que el error de régimen permanente para una sefial de referencia escalén es nulo, mientras
que es finito para la sefial de referencia rampa.
Introduciendo el pardmetro 32 # 0 tal que p = 2w, podemos expresar 7p en la forma,
C(2— P2
™D = g (2.16)

Wn,

En este caso, el error a la rampa puede ser escrito en la forma,

p+KpKTD QBQCQ
€Ep—D,1\30) = = 2.17

Puede observarse que el Controlador P es un caso particular del Controlador P-D, que se obtiene
haciendo 55 = 2.



Para el disefio del controlador P-D conviene elegir los pardmetros ((,32) en vez de (Kp,7p),
aunque el diseno no termine hasta que se asignen valores a estos Ultimos pardmetros.

Para ello conviene expresar la funcidn de transferencia de lazo cerrado Hp_p(s) en funcién de
los nuevos pardmetros. Por definicion p = Ba(wy,, por lo que,

p
2
De aqui que
2
p
B5¢?
Hp_p(s) = p2 o= (2.19)
P24+ —s+ ==
Ba”  B3C?

Por otro lado, también conviene normalizar la funcién de transferencia, tal y como se define en la
Seccién 1.1. Haciendo s = ps; se obtiene una funcién de transferencia de lazo cerrado independiente
de p, que supone un cambio de escala en el tiempo, de ¢ a pt,

1
322
Hpop(sn) = —5 2y (2.20)
81+@81 @

En las Figuras 2.4 y 2.5 se muestran curvas de la salida para diferentes valores de ( donde el eje
de abscisas es pt. En la Figura 2.4 con 82 = 0,5, y en la Figura 2.5 con 82 = 2,5. Pueden compararse
con la Figura 2.2 realizada con el controlador P, y aunque en ambos casos se trate de un sistema de
segundo orden en su primera forma candnica, puede apreciarse que hay diferencias cuantitativas en
la respuesta al escalén unidad, pero la variacién de las curvas con By no altera la forma cualitativa
de las curvas.

y(t) (=03

1.5 P-D
By = 0.5

Figura 2.4: Salida con controlador P-D



¢=03
¢ =0.707

T T T T

T T T T

<o
o
I

T T T T

0of 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 pt

Figura 2.5: Salida con controlador P-D

2.3. Controlador PD

NG~ 0 P LI N y(t)

Figura 2.6: Controlador PD para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 2.6 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con
un controlador proporcional y derivativo en el lazo directo (PD). La funcién de transferencia de lazo
cerrado Hpp(s) tiene la forma

K,K(1+7ps)

H =
Pols) = 57 (p+ K,K7p)s + K, K

(2.21)

Como ocurre con el controlador P-D, es posible elegir independientemente la frecuencia natural
y el coeficiente de amortiguamiento, ya que se dispone de dos pardmetros de disefio (K, 7p). Sin

embargo, el sistema de lazo cerrado no coincide con la primera forma candnica G (s) de los sistemas

. 1
de segundo orden porque tiene un cero en s = ——.
D

Podemos ver que la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema de control de la Figura 2.6,
con un PD en el lazo directo, es una combinacién lineal de las dos formas candnicas de los sistemas
de segundo orden. De hecho,

Hpp(s) = Gi(s) + (2{ — 5) Ga(s) (2.22)
donde
o = VE K (2.23a)
KK 2
(=PrelTD _PTUWTD (2.23b)
o /K K 2em

Puesto que el numerador contiene un “subpolinomio completo” del denominador de grado ng =0
(KKp), sabemos que solo se podra resolver el problema de seguimiento para las sefiales mondmicas
de grado ¢ < 1, es decir, solo para la senal de referencia escaldn.



La funcidn de transferencia del error tiene la forma,

s(s+ p)

H, = 2.24
PD(s) = 5 (0 + K,Kmp)s + K, K (2.24)
Aplicando el teorema del valor final,
. s5(s +p) s
=1 R(s) =1 R 2.25
elo0) = I s o o+ K Krp)s - Kk ) = Iy o g BL9) (2.25)

Vemos que el error de régimen permanente para una sefial de referencia escalén es nulo, mientras
que es finito para la sefal de referencia rampa.
Utilizando el pardmetro 35 # 0 tal que p = B2(wy,, se obtiene que:

wn = VKK, (2.26a)

= S5 (2.26b)

Wn,

En este caso, el error a la rampa puede ser escrito en la forma,

2,2
eppjl(oo) = % = 52PC (2.27)
p

Ademds, utilizando el pardmetro 2 # 0 puede verse la dependencia de Hpp(s) con la segunda
forma candnica de una forma mas sencilla,

| Hpp(s) = Gi(s) + (2 = B2)Ga(s) | (2.28)

La relacién dada por 2.23b puede escribirse en la forma

= 2P (2.29)
Wn,
por lo que si se impone que 7p > 0, se deberd cumplir que B2 < 2, ya que admitimos que { >0y
wp, > 0. En consecuencia, el coeficiente de la segunda forma candnica serd positivo. Por la misma
razén, 7p < 0 si B2 > 2. Normalmente se escogerd 7p > 0 ya que en caso contrario el sistema de
control de lazo cerrado tendrd un cero inestable, y por lo tanto serd de fase no minima. Este hecho
plantea algunos problemas que no vamos a analizar aqui.

Cuando 9 = 2 el efecto de la segunda forma candnica desaparece. Pero este caso se corresponde
con 7p = 0, por lo que en realidad se trataria de un controlador P, y no PD. Como consecuencia,
podemos entender que al afiadir un factor derivativo al controlador del lazo directo, es inevitable que
aparezca el efecto debido a la segunda forma candnica. Puesto que p es un valor conocido, entonces,
fijando el valor de ( y 2, se obtendria el valor de w,, y puesto que K también es conocido, se
obtendria el valor de K, quedando resuelto el problema de disefio del controlador.

Haciendo el cambio de variable s = ps;, puede normalizarse la funcién de transferencia de
lazo cerrado, de tal manera que dependa de los pardmetros de disefio ((, 32), como se hizo con el

controlador P-D,
1 2-5
—5 t 81
B85¢2 B2
Hpp(s1) = —2 5 T (2.30)
2
S|+ =51+ 55
1
B2 B5¢?
En las Figuras 2.7 y 2.8 se muestran curvas de la salida para diferentes valores de ( donde el eje
de abscisas es pt. En la Figura 2.7 82 = 0,5 y en la Figura 2.8 85 = 2,5. En este dltimo caso §3 > 2
por lo que tiene un cero positivo, razén por la cual aparece una sub-elongacién en las proximidades
del origen. Vamos a demostrar, a continuacién, que la pendiente de la curva en el origen es negativa,
a diferencia de la pendiente de la salida del sistema realimentado con el controlador P-D, que es
nula. La variacién de las curvas con (3, altera ligeramente la forma cualitativa de las curvas.

10



y(t) =03
¢ =0.707
11D =10
(= 1.
B2 = 0.5
T 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 pt
Figura 2.7: Salida con controlador PD
y(t)
=03
1.5 PD ¢ =0.707

¢=1.0

T T T T

T 1]

T T T T

Lo
oe 5 2 25 3 35 A4—45"5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 pt

[rrrr

—0.5

Figura 2.8: Salida con controlador PD

Teniendo en cuenta las respuestas al escalén de cada la primera forma candnica dada por la
Ecuacidén 2.31 y de la segunda forma candnica dada por la Ecuacién 2.32,

y(t) = (1 _ et <O‘ sinwgt + cos wdt>> ro(t) (2.31)

Wd

1

yt) = | ———=e “sinwgt | ro(t) (2.32)
V1=

se obtiene la respuesta al escalén de sistema de control realimentado con un controlador PD en el

lazo directo,

ypp(t) =1 —e (% sin wgt + coswdt> (2.33)
Derivando esta expresidn con respecto al tiempo y simplificando, se obtiene,
ypp(t) = wpe ™ (% sinwgt — ((P2 — 2) cos wdt> (2.34)
La pendiente en el origen es
yrp(0) = —wn((B2 — 2) (2.35)

Como vemos, si 32 > 2, entonces ypp(0) < 0.

Con los controladores P y P-D, la pendiente en el origen siempre es nula, pero con el controlador
PD puede ser positiva o negativa seglin sea el valor de (32, pero nunca nula, ya que el caso B2 = 2
se corresponde con el controlador P.

11



2.4. Controlador PI

Pese a no ser un sistema de segundo orden, se presenta en esta seccién el controlador Proporcional-
Integral para su comparacién con los anteriores. Posteriormente, en la Seccién 3 se analizard el
controlador Pl en detalle.

e(t)

7(t)

K, (1+1) u®)| K y(®)
s(s+p)

T8

Figura 2.9: Controlador Pl para un sistema continuo de segundo orden y tipo uno

En la Figura 2.9 se muestra el esquema de bloques de un sistema de control realimentado con
un controlador Proporcional-Integral (Pl). La funcién de transferencia de lazo cerrado Hp;(s) tiene

la forma )
K,K <S + )
TI

1
s2(s+p)+ KpK <s + )

TI

Hp(s) =

(2.36)

Puesto que el numerador contiene un “subpolinomio completo” del denominador de grado ng =1,
sabemos que solo se podra resolver el problema de seguimiento para las sefiales mondmicas de grado
q < 2, es decir, solo para las senales de referencia escalén y rampa.

La funcidn de transferencia del error tiene la forma,

s%(s +

He pi(s) = (s+7) . (2.37)
s2(s+p)+ KpK <s + T)
1
Aplicando el teorema del valor final,
2 3
epi(00) = lim s (s +p) —R(s) = lim P R(s) (2.38)
s2(s+p)+ K, K (s+7_> P
1

Vemos que el error de régimen permanente para senales de referencia escalén y rampa son nulos,
mientras que para una senal de referencia parabdlica es finito, de valor

TIp
= 2.
epr,2(o0) K K (2.39)
Introduciendo el pardmetro de disefio (s tal que p = Bolwy,, puede demostrarse que
KK,
n = 2.40a
? \/2(62—2)C2+1 (2.402)
1
¢ <2 n )
o (B2 —2)¢ (2.40b)

Wn,

donde ( es el coeficiente de amortiguamiento y w;, la frecuencia natural de un sistema de orden dos.
El error a la pardbola puede ser escrito en la forma

_ TP B3¢
KpK p2(52_2)

€P172(OO) (2.41)

La respuesta en el tiempo para distintos valores de (32 se analizard en la Seccién 3 como un
sistema de tercer orden.
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2.5. Especificaciones de diseiio del régimen permanente del sistema de control
realimentado con los controladores P, PD, P-D y PI

En los ejemplos anteriores se ha demostrado que si la especificaciéon de régimen permanente
exige que el error a la rampa sea nulo, no puede ser elegido un sistema de control realimentado con
controladores P, PD o P-D, pero si podria ser elegido con un controlador PlI.

Si la especificacién de régimen permanente no fuese tan exigente, sino que fuese que el error a
la rampa sea finito, pero con un valor e;(00) < K1, donde K, sea una constante prefijada, seria
necesario estudiar las relaciones 2.8, 2.17 y 2.27, a partir de las cuales se obtendria una relacién de
posibles valores de ( y (2. Por ejemplo, si se define K1 = 2/p, entonces,

< L Controlador P (2.42a)

2
B2¢2 <1 Controlador P-D (2.42b)
B2¢2 <2 Controlador PD (2.42¢)

2.6. Especificaciones de diseio del régimen transitorio del sistema de control re-
alimentado con los controladores P y P-D

Con los controladores P y P-D, las caracteristicas de régimen transitorio se corresponden con las
de un sistema de segundo orden en su primera forma candnica, por lo que se rigen por las ecuaciones:

) C>ﬂ
M,=e (vl—C2 (2.43a)

ty = — (2.43b)
Wq
t, = L %0 (2.43c)
wy
o
1 — (2
b AVITC (2.43d)

donde v es la tolerancia, y

singpg = /1 —¢? (2.44a)

cos o = ¢ (2.44b)

Eliminando w,, para expresarlas en funcién de los parametros de disefio (¢, 52),

. C)ﬂ
M, = (\/1 —¢? (2.45a)

ptp = <\/1C—7C2> 7 P2 (2.45b)
< ) (m — o) B2 (2.45¢)

pts ~ <ln (ﬁ)) B2 (2.45d)

Por lo tanto, la sobreelongacién maxima M, es la misma con los controladores P y P-D, ya que
solo depende de (, pero t,,%, y t; dependen linealmente de (32, por lo que el controlador P-D tiene
un grado de libertad mas que el controlador P para variar estas especificaciones de disefio.
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Por ejemplo, si se especifica un valor de M), del 15% de la sefial de referencia, una tolerancia
v del 2% de la sefial de referencia y un tiempo de establecimiento de pts; = 5, se obtendrian los
siguientes valores de los parametros de disefio (¢, 82),

¢ =0,5169 (2.463)
By = 1,2293 (2.46b)

El valor de la frecuencia natural se obtiene de p = [olwn,
wp, = 1,6737p (2.47)

Ahora, utilizando las expresiones dadas por 2.13a y 2.16, se obtienen los parametros del contro-
lador (K, 7p) en funcién de los parametros del sistema (X, p),

2,4765p?

K, =200 1?5;9 (2.48a)
0,2532

™D = — ; (2.48b)

En la Figura 2.10 se muestra la curva de respuesta para este diseio del controlador P-D.

y(t)

1.5

(811115 ¢ = 05169 B = 12293

(1.569,1) m (4.994,0.98)
1 B s P,

T T T T

T T T T

0.5

T T T T

T

Figura 2.10: Salida con controlador P-D del ejemplo de disefio

Los controladores PD y Pl no se corresponden con las de un sistema de segundo orden en su
primera o segunda forma candnica y su disefio se estudiard como casos particulares de los sistemas
de tercer orden en la Seccién 3.

3. Sistemas de control de tercer orden

3.1. Introduccién

En esta Seccidn se estudian los sistemas de tercer orden. Se hard a partir de estructuras de
control realimentado con controladores de tipo PID y PI-D, con un sistema a controlar de funcién
de transferencia

G(s) = _K (3.1)
s(s +p)
donde K,p € RT.
El objetivo principal es disefiar los controladores cuando se establecen especificaciones de régimen
permanente y de régimen transitorio. Para ello se introduce un conjunto de pardmetros de diseno
(,B,B2), y se obtienen relaciones de estos pardmetros con los parametros de los controladores

(Kp)TDpTI)-
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Se estudian también los casos particulares derivados de los controladores PID y PI-D, que son
los controladores PI, PD, P-D y P vistos en la Seccién 2.

Todo el estudio se realiza normalizando las funciones de transferencia de lazo cerrado, de tal
manera que puedan realizarse graficas de curvas donde el eje de tiempos sea pt en vez de t.

En los Apéndices se encuentran las demostraciones de las expresiones y resultados matematicos
que se utilizan en el cuerpo principal del documento.

A diferencia de los sistemas de segundo orden expresados en su primera forma candnica, los
sistemas de tercer orden no permiten obtener expresiones analiticas de la sobreelongacién maxima M,
de la respuesta al escaldn del sistema de control. Esto es debido a que la ecuacién que permite obtener
el tiempo de pico ¢, es una ecuacién trascendente, lo que obliga a utilizar métodos numéricos para
su resolucién. En consecuencia, para la satisfaccidn de las especificaciones del régimen transitorio, es
necesario realizar simulaciones. Al final de la Seccién se propone un algoritmo que permite resolver el
problema de disefio de manera exacta para el controlador PI-D, utilizando los pardametros de disefio
(¢, B, Ba).

También se estudia en un Apéndice el tiempo de pico y la sobreelongacién maxima de la respuesta
al escalén con el controlador PD. En este caso la funcién de transferencia de lazo cerrado es de orden
dos, pero no puede expresarse en su primera forma candnica, sino como una combinacién lineal de
sistemas de orden dos expresados en su primera y segunda forma candnica. La razén para incluirlo
en esta Seccién, es porque aunque la sobreelongacién méxima M, de la respuesta al escalén del
sistema de control tenga una solucién analitica, no es sencillo obtener los pardmetros de disefio a
partir de las especificaciones de régimen transitorio. Como consecuencia, el disefio del controlador
PD se vuelve tan complejo como el diseno de los controladores PID y PI-D, requiriendo la realizacién
de simulaciones.

3.2. Controladores PID y PI-D

r(t) e(t) K y(t)

s(s +p)

(a) Controlador PID (b) Controlador PI-D

Figura 3.1: Esquemas de control realimentado con PID y PI-D

La funcién de transferencia de lazo cerrado de un PID en el lazo directo (ver Figura 3.1a), tiene
la forma

1
KKPTD (82 + i + )
TD TDTI

HPID(S) = (32)

s 1
s?(s +p) + KKpTp (32++ >
™D TDTI

La funcién de transferencia de lazo cerrado de un Pl en el lazo directo y un D en el lazo paralelo
(PI-D, ver Figura 3.1b), tiene la forma

1
KKP <S+ >
TI

s 1
s%(s +p) + KKpTp <32++ >
™D TDTI

HP[_D(S) = (33)

Puede comprobarse que en ambos casos la funcién de transferencia de lazo cerrado a bajas
frecuencias es la unidad, es decir,

H(0) =1 (3.4)
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El sistema de control de lazo cerrado con controladores PID y PI-D es un sistema de tercer orden
cuyo polinomio caracteristico P(s) escribiremos en la forma

KK
P(s)=s*+ (p+ KKprp) s> + KKps + —~ (3.5)
TI
El polinomio puede escribirse también en la forma,
P(s) = (s + ¢)(s* + 2Cwns + w?) (3.6)

donde ¢, (,w, € RT.
Cuando no hay factor integral, P(s) es de grado dos, dando lugar a los casos particulares de
sistemas de control realimentado con controladores P, PD o P-D,

P(s)=s*+ (p+ KKprp) s+ KKp (3.7a)
P(s) = 8% + 2Cwps + w? (3.7b)

Como vemos, los pardmetros del controlador { Kp, 7p, 77} pueden ser sustituidos por los pardme-
tros {c, (,wy}. Sin embargo, interesard introducir los parametros de disefio 5y (2, definidos de la
siguiente forma:

p = B2Cwn (3.8a)
¢ = flwy (3.8b)

Entonces, los parametros del controlador { Kp, 7p, 77} pueden ser sustituidos por los pardmetros
de disefio {(, 3, B2}

Identificando los polinomios 3.5 y 3.6, y teniendo en cuenta las definiciones dadas por 3.8, puede
comprobarse que los pardmetros {Kp,Tp, 77} de los controladores PID y PI-D, dependen de los
pardmetros {(, 3, B2} de la siguiente forma,

7 (20 3)
Kp= —mr (3.9a)
y <25 * <>
Bac? (25 + ;)
T = (3.9C)

Bp

Las ganancias de los factores Derivativo e Integral de los controladores PID y PI-D vienen dados
por

Kp = Kptp = W (3.10a)
_Kp  Bp°
K; = o= I (3.10b)

En la Figura 3.2 se muestran los polos de lazo cerrado en el plano complejo, indicando cémo
pueden variar de posicién al variar los parametros de disefio ((, 3, 32). Podemos apreciar que la
variacién de ¢ solo afecta a la parte imaginaria de los polos complejos conjugados (flecha de color
azul), y que la variacién de (3 solo afecta al polo real (flecha de color magenta), mientras que la
variacion de (o afecta a los tres polos de manera proporcional. Por ejemplo, al aumentar 35 los polos
de lazo cerrado se aproximan al origen simultdneamente, y radialmente de manera lineal (flecha de
color verde).
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‘ ‘ 1-¢p
X---91—Cw, X-1--9 —
A X ¢ P
\ \\\ plano s \ \\\ plano s
Mo | o
~c —Cwn )/ a Bp —p _'ﬂ / 7
,’/ B2 B2 ,'/
by by
:// {\// 1 — (2
KX---0—/1—Cw, X—{fﬁf ¢ £
p ; ¢ Ba
(a) (b)

Figura 3.2: Polos de lazo cerrado con ¢ < 1: parametros de disefio (¢, 3, B2) en el plano complejo s

3.2.1. Controladores P, PD, P-D y Pl como casos particulares de los controladores PID y
PI-D

r(t) e(t) 1) |u(®)] K y(®) T(?) e(t) ut)| K y(t)
Ke (1+ Tls> s(s+p) ? e s(s+p)

(a) Controlador PI (b) Controlador PD

r(®) one® [ ut) o ut) | K y(t)
e ? G+p)

7(t) e(t) u(t)| K y(t)
uz(t) +
t ? fr s(s+p)
Kp1,s
i

(c) Controlador P-D (d) Controlador P

Figura 3.3: Esquemas de control realimentado con Pl, PD, P-D y P

En la Tabla 3.1 se muestran los valores que deben tomar 5 y 35 para obtener controladores que
son casos particulares de los controladores PID o PI-D, que son los que se muestran en los esquemas
de bloques de la Figura 3.3. Los controladores PD y P-D son casos particulares de los controlador
PID y PI-D respectivamente. Los controladores Pl y P son casos particulares tanto del controlador
PID como del controlador PI-D.

Para que el sistema de lazo cerrado sea estable deben serlos sus polos, por lo que ¢ > 0, de
aqui que B > 0. Puesto que el controlador Pl satisface que § = B3 — 2, entonces se deberd cumplir
que B2 > 2.
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Controlador B eRT Bs € RT

P 0 2
PD 0 £ 2
P-D 0 #£2
Pl =By —2#0 =p+2#2
PID #FB2—2#0 #[L+2#2
PI-D #Bo—2#0 #B+2#2

Tabla 3.1: Pardmetros 3 y (2 de controladores derivados del PID o PI-D

3.2.2. Normalizacion de las funciones de transferencia de lazo cerrado

Como se ha visto en la Seccién 1.1, una de las ventajas de utilizar los pardmetros {(, 3, B2} es
que pueden realizarse representaciones graficas en el dominio del tiempo independientes de p, ya
que puede hacerse un cambio en la escala de tiempo, de tal manera que el eje de abscisas sea pt.
Entonces, en los sistemas de tercer orden estudiados en esta Seccién, P(s) puede escribirse en la
forma

i 2 1
P(ps1) = p° (81 + Bz) (s% +5,0 ﬂ§<2> (3.11)

donde se ha hecho s = psj.
Como vemos, los polos resultantes de esta transformacion de escala dependen de los pardmetros

{¢, B, 52} En la Figura 3.4, se compara cémo se desplazan los polos en lazo cerrado en el plano sy
en el plano sy.

w w1
3 — S —
X-1--9 1-¢p X - {, - ﬁi
R ¢ B O\ ¢ P
(I o
! \\ plano s ! \\ plano s;
| \ ! \
| o | o
7’@ —p _'ﬁ P o B -1 _1 P o1
@2 B2, B2 ﬁ2 4
L L
\l/ — ) 4// — 3
¥4 vVi-¢o» *,{,4.,w1 ¢
/ ¢ B ; ¢ B
(a) (b)Plano Complejo Normalizado

Figura 3.4: Polos de lazo cerrado con { < 1: parametros de disefio (, 3, B2) en el plano complejo s

3.3. Problema de seguimiento con controladores PID, PI-D y PI

Puede observarse que la funcién de transferencia de lazo cerrado con los controladores PID

y PI-D de la Figura 3.1, dados por la Ecuacién 3.2 y la Ecuacién 3.3, tienen en el numerador
1

un “subpolinomio completo” del denominador de grado nys = 1, que es KKp <5+ ) Como

TI
consecuencia, solo puede resolverse el problema de seguimiento de sefiales de referencia monémicas

causales de grado ¢ < 2, es decir, para las sefiales de referencia escalén y rampa, produciéndose un
error en régimen permanente finito y distinto de cero para la parabola.
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La funcidn de transferencia del error tiene la forma

$2(s +
Hepip(s) = (s +p) — (3.12a)
s%(s +p) + KKpTp <52++ )
TD TDTI
2 KK
He pr-p(s) = clChal Aa PT’;) 1 (3.12b)
s2(s+p)+ KKptp <s2++ >
D  TDTI
Aplicando el teorema del valor final,
3
L. DTIS
eprp(o0) = ll_r}(l) KKPR(S) (3.13a)
. + KKprp)718®
epr-p(c0) = lim (p K;PD) ° R(s) (3.13b)

En consecuencia, solo se resuelve el problema de seguimiento para las sefiales de referencia escalén
y rampa, produciéndose un error en régimen permanente finito y distinto de cero para la pardbola,

pTI

eprp,2(00) = Ky (3.14a)
+ KKptp)T
€P[_D72(OO> = (p KK]]DD D) ! (3.14b)

Los parametros de los controladores (K, 77, 7p) pueden ser sustituidos por los pardmetros de
disefio (3, B2, () de acuerdo con las expresiones dadas por 3.9. Por lo tanto,

32

eprp2(00) = %pg (3.15a)
2 2
+ 2
€P]7D’2(OO) == BQ(/BﬁpZ)C (315b)
Puesto que el controlador Pl es un caso particular que se obtiene haciendo 33 = 3+ 2, entonces
(B+2)°¢

epr2(o0) = SR (3.16)

Supongamos que la especificacidn de disefio de régimen permanente consiste en definir un limite
al error en régimen permanente para la sefial de referencia parabdlica, ex(00) < Keo. Por ejemplo,
si se define K. = 5/p?, entonces se cumplird una relacién entre los pardmetros de disefio de los
controladores,

342
B?BC <5 Controlador PID (3.17a)

2 2
W;_Q)C <5 Controlador PI-D (3.17b)

3 2
W?C <5 Controlador PI (3.17¢)

3.4. Salida y(t) para entrada escalén unidad con controladores de tipo PID, PI-D
y PI

En el Apéndice A se obtiene la expresién de la salida y(t) para una entrada escalén unidad de un
sistema de tercer orden, en funcién de los parametros {(, 3,w,} de manera genérica.

En este Seccidn se aborda el estudio con los controladores PID y PI-D, y sus casos particulares
Pl, PD P-D y P. La funcién de transferencia de lazo cerrado H(s) de los diferentes controladores
puede expresarse en la forma de descomposicién en fracciones simples siguiente,

H(s) =

18 + 19 T3
$2 + 2Cwps + w2 s+ Blwy

(3.18)
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donde r1,79,73 € R, son funciones que, en general, dependen de {5,(,wy,} con 3,(,w, # 0, y en
particular, alguna de ellas o varias puede ser nula. Por ejemplo, si 3 = 0, el sistema serd de segundo
orden, por lo que se corresponde con los sistemas de control con controladores PD, P-D o P. En la

Tabla 3.2 se recogen las funciones r1, 19,73 para diferentes controladores.

Controlador 71 79 T3
P 0 w2 0
P-D 0 w2 0
PD C(2 — B2)wn w2 0
1
PI 26%Cwn W —28%Cwn
Q(B) Q(B) Q(B)
1
PI-D 2Cwn <B2+<2>wn —26%Cwn
Q(B) Q(B) Q(B)

((2#2(@—2))5—(&—2)

1
CQ

PID

)cwn ((62—2)6+12

¢

()

Q) Q(B)

Q(B)

1
Tabla 3.2: Funciones 71, 72 y r3 de controladores derivados del PID o PI-D donde Q(3) = 3223+ —

CQ

Se pueden dar algunos casos anémalos para los cuales no pueden utilizarse las tablas anteriores,

que son de dos tipos:

1. Q(B) = 0. Se trata de la situacién en que hay un polo doble o triple reales que coincide con

el polo —c = —f¢w,.

Los valores de (3 para los cuales Q(/3) = 0 son

+¢2 -1
8= cEyerol (3.19)
¢
Las raices de s? 4 2wy, s + w2 = 0, para ¢ > 1, son las siguientes
s = —wp (g /2 - 1) (3.20)

El sistema de control de lazo cerrado tendrd un polo doble en el caso ¢ > 1, cuando 8 =

(/1
et

El polo de lazo cerrado sera triple cuando ( = 1, y en consecuencia, 8 = 1.

. Cancelacién cero/polo de lazo cerrado. Un caso particular es la cancelacién de un cero del

controlador situado en el lazo directo con el polo —p de G(s). Estos se estudian en el Apéndice
B. Esta cancelacién solo puede ocurrir con los controladores PID, Pl y PD.

Teniendo en cuenta la relacién 3.4, es decir, que H(0) = 1, se cumple la siguiente relacién,

T2 3
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La salida y(t) para una entrada escalén unidad con los controladores PID y PI-D son las siguientes:

1 — (1 —a)e Pownt — e=C@nt (hsin wyt 4 a coswgt) (<1 (3.22a)
y(t) = { 1 — (1 —a)e Pownt — g=Cwnl (V' sinhwjjt + a coshwijt) ¢>1 (3.22b)
1— (1 —a)e Pnt — e=nt (bt + a) (=1 (3.22¢)
donde
T2

= (3.23a)

ag — L
b= ——2n (3.23b)

J1-C

ag — L
y = —n (3.23¢)

-1
W =a— - 3.23d
I (3.234)

Podemos observar en las expresiones 3.22 que si a = 1 desaparece el término debido al polo —c,
por lo que el sistema se reduce a uno de segundo orden. Este es el caso con controladores P, PD y
P-D.

La expresién de a para el controlador PID puede escribirse de la forma,

B(B2 — B)
apip =1+ ———— (3.24)
Q(B)

Teniendo en cuenta la relacién 3.24, vemos que también puede ser a = 1 con el controlador PID
cuando 3 = f3, y por lo tanto cuando ¢ = p, pero en este caso se produce una cancelacién cero/polo
de la que ya se ha hablado.

Puede comprobarse también que con el controlador PID,

5 < 52 S apip > 1 (3.25)

Observando la Tabla 3.2 también puede verse que, con los controladores PI-D y P, se cumple
que a > 1si 8> 0, por lo que siempre serd a > 1.

Por lo tanto, a solo puede ser menor que la unidad con el controlador PID. Con los demas
controladores o es la unidad (P-D, PD y P) o es mayor que la unidad (PI-D y PI).

Puede comprobarse también que solo puede darse a < 0 con el controlador PID y para valores

S (2- )%

Los sistemas de control realimentado con controladores PID, PI-D, Pl y PD, a diferencia de los
sistemas de segundo orden que puedan expresarse en su primera forma canénica (P y P-D), pueden
presentar una sobreelongacién cuando ¢ > 1, aunque la respuesta sea también sobreamortiguada
en el sentido de que no presenta oscilaciones. Cuando { < 1 la respuesta es subamortiguada en el
mismo sentido que para los sistemas de segundo orden.

o lo que es lo mismo, para 3> B2y B >
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t _
y(t) (=03
= ¢ =0.707
92 = 0.5 ¢ 1.0
T=35
Il
0“\‘1 111 l 1111 l 1111 l 1111 l 1111 l 1111 l 1111 l 1111 l 1111 l 1111 l t
0 05 1 L5 2 2.5 3 35 4 45 5 p

Figura 3.5: Salida PID con 83 =0,5y 8 =3,5

y(t)
, (=03
PI-D ¢ =0.707
B = 0.5 1.0
f Q o
1.5 3=3.5
\/r
0.5
g 111 10{51 111 il 11 11{51 11 1%1 11 12{51 11 1}51 11 13{51 11 1}11 11 14{51 11 lé pt

Figura 3.6: Salida PI-D con 82 = 0,5y 8 =3,5

En las Figuras 3.5 y 3.6 se muestran curvas de respuesta al escalén variando ¢ con los controlado-
res PID y PI-D respectivamente, para los mismos valores de 85 y 3, en las que puede apreciarse una
sobreelongacién con valores de ( > 1. Con el PI-D, a > 1, pero con el PID, a < 1, ya que 8 > fs.
Ademss, con el PID, a < 0 para ¢ > 2/v/21 =~ 0,44. Podemos observar en las figuras, que, con el
controlador PID, tanto la sobreelongacién maxima como el tiempo de establecimiento son menores
que con el controlador PI-D para valores de ¢ bajos.

Por otro lado, podemos comprobar, aplicando el teorema del valor inicial, que el valor inicial para
una entrada escalén unidad es nulo, y(0+) = 0, con todos los controladores que se estan estudiando,

y(07) = sli)rgo sH(s)R(s) =0 (3.26)

donde R(s) =1/sy H(s) viene dado por 3.18.
Teniendo en cuenta que, bajo condiciones iniciales nulas, £_ {y(t)} = sY(s), podemos ver,
aplicando el teorema del valor inicial, que

y(0%) = lim s?H(s)R(s) =1, +r3 (3.27)

S§—00

donde R(s) =1/sy H(s) viene dado por 3.18.

Con este resultado puede comprobarse, observando la Tabla 3.2, que la pendiente de la salida en
el origen de tiempos es nula con los controladores PI-D, PI, P-D y P.

Puede demostrarse que, con los controladores PID y PD, se cumple la siguiente relacién,

r1 473 =Cwn(B - P2+2) (3.28)
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Como consecuencia, la pendiente de la salida en el origen de tiempos sera negativa si 8o — 3 > 2,
y positiva o nula en caso contrario. Con el PID, siempre que la pendiente en el origen sea negativa el
valor de aprp > 1. Ademads, la pendiente en el origen es negativa con los controladores PID y PD,
si Tp < 0, como se desprende de la relacién 3.9b.

y(t)

¢=0.3
¢ =0.707
¢(=1.0

PID
Bo = 3.5
B =05

LI NI L L N B B |

1 A b b b b B B B B B Bewa Bea Lo e |

0 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 pt

TTT

|
=
I

Figura 3.7: Salida PID con 83 =3,5y 8 =0,5

y(t)

1.5

0.5

Figura 3.8: Salida PI-D con 8o =35y 8 =0,5

En las Figuras 3.7 y 3.8 se muestran curvas de respuesta al escalén variando ¢ con los controla-
dores PID y PI-D respectivamente, para los mismos valores de B2 y 3, en las que puede apreciarse la
sobreelongacién con valores de ¢ > 1, y que la pendiente en el origen es negativa con el controlador
PID, ya que s — 8 =3 > 2.
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3.4.1. Estudio de la respuesta al escalén unidad variando (32
y(t) By = 0.7 =0l
By =20 By =20
! 10.0 10.(
1
37‘H\‘HHiuHI\QHHl\huHZ\UHHZ\\HH%‘HR\Z pt :—D
F PID 5 =8.0
B =80 ¢=05
=05
72:
,,j: | | . | | l t
12 16 20 24 28 32 D
(a) Salida PID y PI (b) Salida PI-D y PI
y(t) y(t)
35 = 0.7
2 15— B2 =2.0
g ;wwﬁ‘ ' z‘n 2‘4 ,,L ;‘z pt 10:0
’IZ; PID 3y = 0.7
N3 3=00 || B2=20
= (=05 —10.0
E Z PID
SE B =00
g (=05
12
ME L b b e L a o | t
B 12 16 20 24 28 32 P

(c) Salida PD y P (d) Salida P-D y P

Figura 3.9: Salida con controladores PID, PI-D, PI, PD, P-D y P con { = 0,5 variando (s

En la Figura 3.9 se muestran las salidas de diferentes controladores variando 5. En las Figuras
3.9a y 3.9b hay una curva (la marrén) que se corresponde con el controlador Pl, puesto que satisface
que B = P2 — 2. En las Figuras 3.9c y 3.9d (5 = 0) hay una curva (la azul) que se corresponde con
el controlador P, puesto que satisface que By = 2.

Podemos apreciar con los controladores PID y PD que para B = 50, 52 — 8 > 2, por lo que
la pendiente de la salida en el origen de tiempos es negativa. Puede apreciarse que se produce una
sobreelongaciéon muy negativa, lo cual puede ser indeseable. Con el controlador PD la pendiente de
la salida en el origen también es negativa con 3y = 10 > 2, pero la elongacién es mucho menor.
Esto no ocurre con los controladores PI-D y P-D, para los cuales 3(0%) = 0.

En todas las curvas se aprecia que al aumentar 35 la respuesta al escalén se hace mas lenta, lo
que supone que el tiempo de establecimiento aumenta con (5.

Puede verse en las curvas de la Figura 3.9b, con el controlador PI-D, que pt, ~ (2, donde t,
es el tiempo de pico. En el Apéndice C se demuestra que con el controlador PI-D, t, pr_p varia
linealmente con 32, y que la sobreelongacién maxima M), pr_p es independiente de 3. Sin embargo,
esto no ocurre con el controlador PID.

Lo mismo puede decirse de las curvas de salida con el controlador P-D de la Figura 3.9d. Se
sabe que la sobreelongacion mixima de los sistemas de segundo orden expresados en su primera
forma candnica solo dependen de (. A su vez, el tiempo de pico es una funcién que depende de (, y
linealmente de (2. EI Apéndice D muestra el desarrollo de dichos pardmetros.

Comparando las curvas de las figuras 3.9b y 3.9d puede apreciarse que M, aumenta con 3 para
el mismo valor de (. En la subseccién siguiente se verd que M, no aumenta con 3 sino que la curva
de M,, con respecto a [ presenta un maximo, es decir, que M, aumenta con 3 desde cero hasta un
cierto valor de 3, y después disminuye al seguir aumentando 3.
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3.4.2.

Estudio de la respuesta al escalén unidad variando

y(t) PID 6 =0.0 y(t) 3=0.0
3y = 3.0 B8=1.0 _
150 L; 0.5 0 15 4D e
5F > 3, = 3.0 =50
/XM
~—
| Ll | | "
10 12 14 16 P
_os[ | [ | "
B 12 16 p
(a) Salida PID, Pl y PD (b) Salida PI-D, Pl'y P-D
y(t) y(t) 3=10.0
o~ 5=10.0 s B=10
e B2 =05 s ' By = 0.5 (
[ ¢=05 ( /’\4 =05
| @V -
0.5
of ooy Lol e e e L
0 ‘ 1 2 3 1 pt 1 15 2 2.5 3 35 1 pt

(c) Salida PID y PD (d) Salida PI-D y P-D

Figura 3.10: Salida con controladores PID, PI-D, PI, PD y P-D con { = 0,5 variando 3

En la Figura 3.10 se muestran las salidas con todos los controladores, a excepcién del controlador
P, variando 3. En las Figuras 3.10a y 3.10b hay una curva (la azul) que se corresponde con el
controlador PI, puesto que satisface que 5 = 85 — 2. En todas las figuras se ha escogido un valor de
B = 0 para que se den los casos particulares PD y P-D (curva roja).

Puede apreciarse un rasgo comun en todas las curvas, en relacién con la sobreelongacién maxima.
Se aprecia que la sobreelongacién maxima presenta un maximo para algin valor de 3. Este maximo
se encuentra en valores de 3 entre 1 y 5, para ( = 0,5. Es de esperar que este maximo dependa de
C.

También puede apreciarse que con los controladores PID y PD, la sobreelongacién maxima dis-
minuye, a partir de su maximo, mas rdpidamente que con los controladores PI-D y P-D.

El tiempo de pico disminuye al aumentar 3, pero lo hace mas rapidamente con los controladores
PID y PD que con los controladores PI-D y P-D.

En cuanto al tiempo de establecimiento, se aprecia, al comparar las figuras superiores con las
inferiores, que disminuye con 32, pero varia mucho menos con f.

Las relaciones de a y b dadas por 3.23a y 3.23b junto con la Tabla 3.2, explican parte de estos
resultados con los controladores PID y PI-D:

)
a= o2 (3.29a)
ag — 1
b= Ln (3.29b)
1-¢2
Cuando 8 — oo puede comprobarse utilizando la Tabla 3.2, que
lim aprp = 0 (3303)
B—00
lim bp;p =0 (3.30b)
B—00
lim apj—p — 1 (3306)
B—o0
lim by p = —— (3.30d)
B—ro0 1—¢2
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La respuesta al escalén unidad con el controlador PID, cuando 8 — oo, tiende al escalén unidad,
mientras que con el controlador PI-D no ocurre asi, sino que tiende a un sistema de segundo orden,
como puede verse con la ecuacién de y(t) dada por 3.22a,

lim yp;_p(t) =1 — e Snt i S sin wgt + cos wgt (3.31)
f—ro0 1—-¢?

En este caso, la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema de control limite, tendria la
forma,

2¢wns + w2
82 + 2Cwps + w2

lim HP]_D(S) = (332)
B—r00
Como vemos, es una combinacién lineal de un sistema de segundo orden en su primera y segunda
forma candnica, algo parecido al caso en que hubiese un controlador PD, de hecho un controlador
PD-D.

En el Apéndice C se demuestra que

Bh_}rr()lg Mp,PI—D > ,}3&% Mp7p[_D (333)

donde M, p;_p es la sobreelongacién maxima de la respuesta al escalén del sistema de control
realimentado con el controlador PI-D.

3.5. Conclusiones de los estudios anteriores sobre la respuesta del sistema de lazo
cerrado en el régimen transitorio: algoritmo de diseio del controlador PI-D.
Comentarios al diseiio de los controladores Pl, P-D y P

Esta Seccidn se centra en el problema de disefio del controlador PI-D. Atendiendo a la sobre-
elongacién maxima M, se ha visto que es independiente de (3>, dependiendo de manera no lineal de
By ¢. En cuanto al tiempo de establecimiento ¢5, se ha visto que depende linealmente de 32, y de
manera no lineal de 8 y ¢, aumentando al aumentar .

Este resultado sugiere un algoritmo de dos pasos para la resolucién del problema de satisfaccién
de las especificaciones de disefio del régimen transitorio:

1. Puesto que M), es independiente de 35, puede seleccionarse un valor cualquiera de 32 y obtener,
mediante una simulacién del sistema de lazo cerrado, las curvas de M, con respecto a 3 para
un conjunto de valores de (. Se escogerian los pares (¢, 3) que satisfagan que M), es la deseada.

2. Posteriormente se haria otra simulacién obteniendo las curvas de t5 en funcién de 35 para cada
par obtenido anteriormente. El proceso terminaria seleccionando el conjunto de pardmetros de
disefio que satisfagan que 5 es la deseada.

Cualquiera de estas soluciones seria valida si las especificaciones de diseno del régimen transitorio
solo fuesen sobre M, y .

Si adem3s se hubiese definido alguna restriccion en las especificaciones del régimen permanente,
podria seleccionarse, del conjunto de soluciones anterior, la mejor. En cualquier caso, si el problema
de diseno tiene solucién, puede repetirse el proceso discretizando mdas los valores de ¢ del primer
paso.
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Mp de yipt conPl-0 a la entrada escalén unidad

B_=0.500

I'\."Ip deseado=0.325

0.45F — £=0.6550;F=(0.514,5.8594)
— {=0.650,f=(0.719,5930)
t=0707;f={09472.391)

o2k
015+
01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
i
Figura 3.11: Primer paso PI-D: M,
pts de yiptl conPl-D a la entrada escalén unidad
w=0.020
14
ptsdeseado#t.ljtlﬂ
12k — £=0.550;F=8.894 F, =(0.966]
— £=0.650,F=3.930,F,=(0.870)
10k .C_.=D.?D?;|3=2.391;|32=c1.u28)
—— £=0.550,F=0.514,F,=(0.658)
alb _t_,=n.550;|3=0.?19;|32=t0.8193
= £=0.707,F=0.947,0,=(0.519)
sl
4 =
sk
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 0.4 06 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2
B
2

Figura 3.12: Segundo paso PI-D: pt;

Las curvas de las Figuras 3.11 y 3.12 muestran un ejemplo del algoritmo anterior. Se han obtenido
con funciones de transferencia de lazo cerrado normalizadas.

En la Figura 3.11 se ha elegido un valor de 32 arbitrario, y se muestran las curvas de M, p;_p
en funcién de (3, para distintos valores de (. A partir de estas curvas se selecciona un conjunto de
pares ((,3) que satisfagan la especificacion de régimen transitorio referida a M,,. Puede apreciarse
que las curvas de M), presentan un maximo para un valor de 3 dependiente de (.

Ademds, también se aprecia que se cumple la desigualdad dada por 3.33, Ble M, pr—-p >

oo

éim M, pr—p. Este hecho conocido teéricamente permite seleccionar el valor de ¢ minimo que satis-
—0 ’

face la especificacion referida a M,,. Esto es asi porque, dado un valor de ¢ para 3 = 0, se produce
el minimo valor posible de la sobreelongacién maxima. Como consecuencia puede conocerse el valor
de (nin que puede utilizarse en las simulaciones del primer paso. Para 5 = 0 el PI-D se transforma
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en un P-D, cuya sobreelongacién maxima viene dada por la expresion,

_
p-p=¢ V 1—¢? (3.34)

Por lo tanto, si M; es el valor deseado de M), p;_p, resolviendo la anterior relacién se obtendria

<ln M;>2
71'—2 (3.35)
In M*
1+ < p>
T

Supongamos que se especifica que el valor deseado de la sobreelongacién maxima sea M, =
32,5 %. De aqui que el valor de (i, = 0,3369.

También existe un valor de (42 Ya que My, pr—p presenta un maximo. Sin embargo, no es sencillo
conocer ese valor ya que las expresiones que habria que resolver son ecuaciones trascendentes. Para
obtenerlo puede realizarse un estudio de simulacién.

Para obtener la Figura 3.11 se han elegido tres valores de { que permiten obtener seis valores de
B que satisfacen la especificacién de M, Por lo tanto, se han obtenido seis pares de valores (¢, 3)
que se utilizardn en el segundo paso del algoritmo de diseiio del PI-D.

En la Figura 3.12 se realiza una simulacién por cada par ((, ) seleccionado. Se muestran las
curvas de pt en funcién de (5. Puede apreciarse que, para cada par ((, 3), pts varia linealmente con
B2. A partir de estas curvas, se selecciona el conjunto de valores de 35 asociado al conjunto de pares
(¢, B), que satisfagan la especificacién de régimen transitorio referida a ¢s. Las simulaciones se han

realizado para una tolerancia v = 2%, y para la seleccién de (35 se ha supuesto que el valor deseado
del tiempo de establecimiento es pt; = 4.

M,

Cmin y

Cmin -

Controlador PI-D

—4=0550,f=0.894; P =0568

it

— t=0.650;f=3.930; |32=D.8?D
C=0707:f=2.391; |32=1.028
— ¢-0.550;F=0514; |32=D.658
—— G-0.650;F=0.719; P,=0.519
L=0.707,F=0247, |32=D.819

Figura 3.13: Respuesta al escalén del sistema realimentado con controlador PI-D, que satisface las
especificaciones de disefio del régimen transitorio

En la Figura 3.13 se muestran las curvas de respuesta al escalén para cada terna de pardmetros
de diseno obtenido.

Una vez obtenidos los pardmetros de disefio ((, [, f2) que satisfacen las especificaciones de
disefio, se obtendrian los parametros del controlador (K, 7p,7r) a partir de las relaciones 3.9.

El disefio de un controlador Pl se haria de forma similar, ya que M, solo depende de (' y 3,
pero puede obviarse el segundo paso, ya que B2 = 5 + 2. El problema que surge debido a esta
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restriccion, es que de todos los pares ((, 3) obtenidos o posibles que satisfacen la especificacién de
M,,, ninguno de ellos satisfaga la especificacién de t,. Si esto es asi, el controlador Pl no podria ser
seleccionado por incumplir las especificaciones de diseno. Hay que tener en cuenta que el controlador
Pl es un caso particular del controlador PI-D, por lo puede observarse en la leyenda de la Figura
3.12, que no hay ningtn valor de #5 = 8 + 2. Como consecuencia, con el conjunto de valores de (
utilizados en el primer paso no existe ninguna solucién con controlador Pl. Sin embargo, si la habria
si la especificacién del valor de pts fuese mucho mayor que 4. En cualquier caso, deberia hacerse el
estudio del primer paso con valores de ( mucho mas bajos.

El diseno de un controlador P-D puede hacerse de manera exacta. En primer lugar, se obtendria
el valor de ¢ que satisface la especificacién de M,,. Este valor ya se ha calculado y es ( = 0,3369.
En segundo lugar, se obtendria 85 a partir de la expresidn de pt;.

pts =1n (ﬁ) B2 (3.36)

Para pts; = 4 se obtiene 82 = 1,007.

Teniendo en cuenta que los controladores Pl y P-D son casos particulares del PI-D, no es posible
encontrar ningtin controlador Pl que satisfaga la especificacién de diseno de ptg, ya que, para 8 =0,
Bo,p—p < 2.

Para el disefo del controlador P solo puede imponerse una especificacion de disefio. Si ésta se
refiere a M), entonces se obtendria ( = 0,3369. A partir de aqui puede obtenerse el valor de pt,
aplicando la relacién 3.36 con B2 = 2. Se obtendria pts = 7,9445.

De este resultado también se infiere que no existe ningtin controlador Pl que satisfaga las especi-
ficaciones de disefio, ya que para valores muy bajos de 3, 82 pr ~ 2, por lo que pts pr ~ pts p. Hay
que tener en cuenta que al aumentar 3, ptspr también aumenta.

4. Sistemas de 2 grados de libertad

4.1. Introduccion

|w(?)

u(t t
() G(s) y(>)

Figura 4.1: Sistema de dos entradas: w(t) y u(t)

En las siguientes secciones abordamos conjuntamente los problemas de supresion de la sefial de
perturbacién de entrada w(t) y de seguimiento de un conjunto de sefiales de referencia r(t) del
sistema de dos entradas, una de control u(t) y otra de perturbacién w(t), que se muestra en la
Figura 4.1.

En primer lugar, se introduce el concepto de Sistema de Control Realimentado de dos grados de
libertad, y se definen dos estructuras distintas, que llamaremos Prealimentada y Paralela.

En segundo lugar, se estudia un ejemplo en el que el sistema a controlar G(s) tiene la forma

K
G(s) = — (4.1)
s(s+p)
donde K >0y p>0.
Se resolverd el problema de supresién de una sefial de perturbacién constante y de seguimiento
A
T2y2

5 }, seleccionando, de todas

de sefales de referencia hasta la pardbola incluida: r(t) € {Ag, A1t,

las soluciones posibles, los controladores mas simples.
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4.2. Estructuras de control realimentado

En la Figura 4.2 se muestra el esquema de bloques de la estructura general del Sistema de Control
Realimentado que vamos a estudiar en esta Seccidn y las siguientes.

| w(t)

r(t u(t t
G (t) % o) y()

F2(S)

A

Figura 4.2: Estructura general del Sistema de Control Realimentado

La estructura de la Figura 4.2 satisface las siguientes relaciones,

U(s) = Fi(s)R(s) — Fa(s)Y (s) (4.2a)
Y(s) = (U(s) +W(s))G(s) (4.2b)

donde Fi(s) y Fa(s) representan los controladores.

En lo que sigue supondremos que el polinomio del numerador y el polinomio del denominador de
cada una de las funciones de transferencia G(s), Fi(s) y Fa(s) son coprimos, es decir que no tienen
factores comunes.

Sustituyendo 4.2a en 4.2b, y despejando Y'(s) se obtiene la relacién

G(s)

_ Fi(s)G(s)
Y(9)= 1 15 Fo(s)G(s)

14+ Fg(s)G(s)R(s) *

W (s) (4.3)

Denominaremos funciones de transferencia de lazo cerrado a Hy,(s) y Hy.(s) donde

Hy(s) = m (4.42)
Hyy(s) = HfgjggG(s) (4.4b)
De esta manera se cumple el principio de superposicién de los sistemas lineales, es decir
Y(s) = Yr(s) + Yu(s) (4.5)
donde
He =53 (4.62)
Hyp = 1;;0((;) (4.6b)

Podemos observar que se cumple la siguiente relacién entre las funciones de transferencia de lazo
cerrado,

Hyr(s) = Fi(s) Hyw(s) (4.7)
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r(t up(t (T w(t Uqy (T w(t
O Lo ]y w(t)  w(t) I Yuu (£)
F2(8)< Fz(S)
(a) (0)

Figura 4.3: Principio de superposicién de la estructura de la Figura 4.2: (a) Con w(t) = 0 (b) Con
r(t) =0

En la Figura 4.3 se muestran los esquemas de bloques que explican el principio de superposicién.

Diremos que el Sistema de Control Realimentado dado por las relaciones 4.4 es de dos grados
de libertad si Hy,(s) y Hyw(s) son funciones de transferencia independientes, en el sentido de que
puedan ser sintonizadas de manera independiente.

En el Apéndice F se demuestra que F»(s) es una funcién de transferencia de un grado de libertad,
por lo que si Fi(s) es también una funcién de transferencia de un grado de libertad pero independiente
de Fy(s), entonces el Sistema de Control Realimentado serd de dos grados de libertad. Esto es
asi porque Hy,(s) solo depende de Fy(s), mientras que Hy,(s) depende de Fi(s) y de Fy(s). Si
F1(s) y F»(s) no son independientes tampoco lo serdn Hy,(s) y Hyy(s).

Si el Sistema de Control Realimentado es de dos grados de libertad, sera posible obtener funciones
de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) y Hy,(s) que satisfagan especificaciones de disefio indepen-
dientes, y en consecuencia sea posible resolver conjuntamente los problemas de régimen permanente
de supresién de la senal de perturbacién y de seguimiento de un conjunto de sefiales de referencia.

En la Figura 4.4 se muestran los esquemas de bloques de dos sistemas de control realimentado
de un grado de libertad obtenidos a partir de la estructura general, imponiendo restricciones a
Fi(s) y F»(s). Se obtiene una estructura con un controlador en el lazo directo haciendo Fi(s) =
F5(s) = Gc(s), y una estructura con un controlador en el lazo realimentado haciendo Fi(s) =1y
F5(s) = Gc(s). Esto puede comprobarse sin mds que sustituir estos valores en la ecuacién 4.2a.

|w(?)

r(t u(t t
AQIN Go(s) ®) >(%)—> G(s) v(®)

(a)

r(®) u(t) @ o I L

G.(s)

A

(b)

Figura 4.4: Estructura de Control Realimentado de un grado de libertad: (a) Lazo Directo: F} =
Fy = G.(s) (b) Lazo Realimentado: F} =1y Fy(s) = G(s)
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Substituyendo Fi(s) y Fa(s) por los valores de la Tabla 4.1, se obtienen las estructuras de la
Figura 4.5.

Prealimentada Paralela
Fl(S) Gcl (S) + GCQ(S) Gcl (S)
Fy(s) Gei(s) Gei(s) + Gea(s)

U(s) Ge(s)E(s) + Gea(s)R(s) Ge1(s)E(s) — Gea(s)Y (s)

Tabla 4.1: Estructuras de Control Realimentado de dos grados de libertad.

[w(t)
r(t) P TGN o R0 @ oo u(t)
’le(t)
GC2(S)
(a)
Gon(s) uz(t)
w(t)
r(t uy (t u(t n t
(t) < Gor(s) ()+ t) @ ) y(t)

®)

Figura 4.5: Estructuras de Control Realimentado de dos grados de libertad: (a) Estructura Paralela
(b) Estructura Prealimentada

4.3. Condiciones para la supresion de una seiial de perturbacién constante

Consideremos el sistema de dos entradas, una de control u(t) y otra de perturbacién w(t) que
se muestra en la Figura 4.6 donde

G(s) = (4.8)

con K=K,, >0y p>0.
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w(t)

u(t) Km y(t)
s(s + p) ]

Figura 4.6: Sistema de dos entradas

En esta Seccién estudiaremos las condiciones que se deben cumplir para resolver el problema de
supresién de una sefial de perturbacién constante, w(t) = W, cuando la estructura de control es un
sistema de dos grados de libertad Prealimentado o Paralelo.

Admitiendo que la salida parcial debida a la sefial de perturbacién, y,,(t), es una sefal estable,
puede utilizarse el teorema del valor final,

Yw(00) = lim sHy,, ()W (s) (4.9)
s—0
donde H,,,(s) viene dado por la expresién 4.4b.

La resolucién del problema de supresién de w(t) constante (W (s) = W/s) supone analizar las

condiciones bajo las cuales se satisface la relacién

lim WKDp,(s)
s—0 $(s + p)Dp,(s) + KNg,(s)

0= ll_r% Hyy(s)W = (4.10)
donde Np,(s) y Dg,(s) son los polinomios del numerador y denominador de F»(s) dado en la Tabla
4.1 segln que la estructura sea Prealimentada o Paralela.

Para la estructura Prealimentada la relacién 4.10 puede escribirse como

. WKDCl(S) . WDCl (S)
0=1 = lim ————~ 4.11
50 5(s + p)Der(s) + KNur(5) 530 Nay(s) (411)
Como consecuencia se deberd cumplir que
Dei(s) = sP:(s) (4.12a)
Na(0) #0# s (4.12b)
donde P.1(s) es un polinomio cualquiera.
Eligiendo el controlador mds simple se deberd cumplir que Pcl(s) = 1.
Para la estructura Paralela la relacién 4.10 puede escribirse como
0 = lim WKDCl(S)DCQ(S)
50 (s + p)Dec1(8)Dea(s) + K (Nei1(s)Dea(s) + Nea(s)Dei(s))
(4.13)
— lim WDcl(S)DCQ(S)
s—0 Ncl (S)DCQ(S) + NCQ(S)Dd(S)
Para esta estructura se pueden dar dos soluciones:
a)
D.1(s) = sP.(s) (4.14a)
Ne1(0) # 0 (4.14b)

donde P.;(s) es un polinomio cualquiera.

Eligiendo el controlador mds simple se deberd cumplir que P.;(s) = 1.
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Dea(s) = sPea(s) (4.15a)
Ne2(0) # 0 (4.15b)

donde P.y(s) es un polinomio cualquiera.

Eligiendo el controlador mds simple se deberd cumplir que P (s) = 1.

Debe observarse que las condiciones D.1(s) = sP.1(s) y Dca(s) = sPe(s) no pueden darse
simultaneamente, ya que esto supone que los polinomios del numerador y denominador de H,,(s)
no sean coprimos, en contra de lo que estamos imponiendo, sino que tendrian el factor comun s.

En conclusién, uno de los controladores del sistema de dos grados de libertad debe tener un
factor integral. En el caso Prealimentado debe ser necesariamente G, (s).

Como consecuencia, el polinomio caracteristico P(s) comtn de Hy,,(s) y de Hy,(s) cumplird ne-
cesariamente que

P(0) #0 (4.16)

Veremos en la Seccidn 4.4 la estructura Paralela con controlador PID-D, y se resolverd el problema
de seguimiento a la sefial de referencia parabdlica, teniendo en cuenta las condiciones de supresidn
de una senal de perturbacién constante deducidas en esta Seccidn. Se verd que la dnica solucién
posible es que sea el controlador G.;(s) el que deba tener un factor integral. En la Seccién 4.5 se
estudia la estructura Prealimentada con controlador D|PID llegando a conclusiones idénticas.

4.4. Sistema de control realimentado con PID-D

(1) e(t) 1| wi(?) u(t) K y(t)
U2(t)
K,1,,8

i

Figura 4.7: Esquema de control realimentado con PID-D

En la Figura 4.7 se muestra el esquema de control realimentado con un controlador PID-D, el
cual generaliza los sistemas de tercer orden con controladores PID y PI-D estudiados en la Seccién 3.
Para 7,,, = 0 se obtiene el sistema con controlador PI-D, y para 7,, = 0 se obtiene el sistema con
controlador PID.

La funcién de transferencia de lazo cerrado, con el PID-D, tiene la forma

1
KKpr,, <s2 +2 4 )
o1 TpiT1

Hprp-p(s) = (4.17)

- 1
s?(s+p)+ KKpTp <s2+~s = >
™D  TDTI
donde
D = Tp, + Tpy (4.18)

En la Seccion 3.3 se demostré que el sistema de control realimentado con controladores PID
y PI-D solo resuelve el problema de seguimiento para las sefales de referencia escalén y rampa.
Vamos a ver, a continuacién, que es posible resolver el problema de seguimiento a la pardbola con
el controlador PID-D.
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La funcién de transferencia del error, H.(s) = 1 — H(s), tiene la forma

s (s+p+ KKptp,)

Heprp-p(s) = . : (4.19)
s?(s+p) + KKpTp <82+~ = )
™D TDTI
Podemos ver que si se cumple la condicidn siguiente
p
Kpr,, = e (4.20)

se resuelve el problema de seguimiento a la sefial de referencia parabdlica.
En este caso, las funciones de transferencia de lazo cerrado Hprp—p(s) y He,prp—p(s) quedardn

en la forma,
1
KKpt,, (52+S—|— >

Hpip-p(s) = TDls TDlTll (4.21a)
$3+ KKpt,, <s2—|—+ >

Tp1 Tp1TI

53

1
8+ KKprp, <s2+8+ >

™o1  "Tp;i ™I

He pip-p(s) = (4.21b)

Se ha supuesto que el polinomio caracteristico cumple que P(0) # 0, es decir, que el controlador
del lazo directo debe tener necesariamente un factor integral, ya que es una condicién necesaria para
resolver el problema de supresién de una sefial de perturbacién constante estudiada en la Seccién
4.3.

Conviene observar que, la condicién 4.20 resuelve el problema de satisfaccion de especificacio-
nes de disefio de régimen permanente mediante la técnica de asignacién de ceros a la funcién de
transferencia de lazo cerrado Hprp_p(s). Es decir que, llamando P(s) al polinomio caracteristico,

se cumple que
Pi(s) Py(s)

HPID—D(S): P(S) = 83+P1(8) (422)

s 1
donde Py(s) = KKpT,, | s+ — + .
. o1 TpaTI
De esta manera la funcién de transferencia del error quedard en la forma dada por 4.21b, y como
consecuencia, al aplicar el teorema del valor final con una sefial de referencia parabdlica, se cumple

que
. 1
e(co) = lim sHe prp-p(s)— =0 (4.23)
s—0 S
En esta situacién el controlador PI-D no puede ser un caso particular del controlador PID-D, ya
que el sistema de control de lazo cerrado seria inestable. La inestabilidad del PI-D con la condiciéon

4.20 puede comprobarse construyendo la Tabla de Routh del polinomio caracteristico que se obtiene
haciendo 7,,, =0,

KKp

P(s)=s*+ KKps+ (4.24)
TI
3.
s 1 KKp
) KKp
s €
TI
(4.25)
. 1
O | KK <1 - )
€TT
) KKp
TI




donde e >0y e— 0.

Puesto que € > 0y ¢ — 0 hay dos cambios de signo en la primera columna, por lo que la ecuacién
caracteristica P(s) = 0 tiene dos raices en el semiplano derecho.

El sistema de control de lazo cerrado con controlador PID-D con la condicidén 4.20 es un sistema
de tercer orden cuyo polinomio caracteristico P(s) escribiremos en la forma

1
P(s) = $* + KK 24 2 4.26
(s) ="+ KKpr,, (s + — = 1TI> (4.26)
El polinomio caracteristico de grado tres 4.26 puede escribirse también en la forma,
P(s) = (s + ¢)(s* + 2Cwns + w?) (4.27)

donde ¢, ,w, € RT.

Los pardmetros del controlador del lazo directo {Kp,7,,,77} pueden ser sustituidos por los
parametros {c, ¢, wy }, sin embargo nos interesara introducir los pardmetros de disefio 5y (32, definidos
de la siguiente forma:

(4.28a)
(4.28b)

p = P2Cwn
¢ = Bcwn
Identificando los polinomios 4.26 y 4.27, y teniendo en cuenta las definiciones dadas por 4.28,

puede comprobarse que los pardmetros {Kp,7,,,7r} del controlador del lazo directo del PID-D,
dependen de los pardmetros {(, 3, B2} de la siguiente forma,

7 (294 5)
Kp = — @K (4.29a)
gy =22 B+ ? (4.29b)
P (M * c)
BaC? (25 + ;)
T = ,Bp (4.29C)

La funcién de transferencia de lazo cerrado con controlador PID-D con la condicién 4.20 pue-
de expresarse, cuando no hay polos miiltiples, en la forma de descomposién en fracciones simples
siguiente,

18 + 79 r3
82+ 2Cwps + w2 s+ Blwn

Hpip-p(s) = (4.30)

donde 71,79, 73 € R, son funciones que dependen de {f, (,w,} con B, (,w, # 0, y vienen dadas por

1 2
on (1) + 5)
“(z-)
ro = 00 (4.31b)
3
ry = BQEZ)H (4.31¢)
donde Q(B) = B2 — 28 + <12
En la Seccién 3.4 se demostré que si :}—1,% y :—3 son independientes de (2, entonces la

sobreelongacién maxima M), para una entrada escalén, también serd independiente de 3. Como
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este es el caso del controlador PID-D con la Condicién 4.20, entonces, para el disefio de este sistema
de control sujeto a especificaciones de régimen transitorio, puede seguirse el mismo procedimiento
que el propuesto en la Seccién 3.5 para el disefio del sistema de control realimentado con controlador
PI-D.

Por dltimo, puede demostrarse que el valor inicial de la derivada con respecto al tiempo de la
salida a la entrada escalén viene dada por la expresion

. 8+ 2
§(0T) = Cwn (B+2) = p (4.32)
B2
Por lo tanto, y(0™) > 0.
y(t) =03
sl PID-D G=0ly
L By =05 ¢=10
+ B=3.5 (=20
1 —
0.5 r*
8 71 11 10{51 111 i 111 11{51 111 ;1 11 12{51 111 :gl 11 13{51 11 1}11 11 14{51 111 g} pt

Figura 4.8: Salida PID-D con 5,=0.5y 8=3.5

y(t) ¢=03
PID-D

¢ =0.707

Figura 4.9: Salida PID-D con 5,=3.5y 8=0.5

En las Figuras 4.8 y 4.9 se muestran las curvas de y(t) a la entrada escalén unidad, en funcién
de pt para diferentes valores de (, B y (.

37



4.5. Sistema de control realimentado con D|PID

uz(t)

K,T

D2

r(t) 1 u (t) uwt)| K y(t)
e S o

I

Figura 4.10: Esquema de control realimentado con D|PID

Una estructura de control realimentado alternativa al PID-D es la que se muestra en la Figura
4.10, en la que hay un controlador de tipo PID en el lazo directo y un controlador de tipo D en el
lazo prealimentado. Utilizaremos la notacién D|PID para esta clase de estructuras.

La funcién de transferencia de lazo cerrado, con el D|PID, tiene la forma

~ 1
KKpTp <82 + ~i = >
™D TDTI

HD\PID(S) = (4.33)

s 1
s*(s +p) + KKptp, (52++ >

Tp1 Tp1TI
donde
D =Ty, + Ty (4.34)

Con el controlador D|PID es posible resolver el problema de seguimiento a la sefial de referencia
parabdlica, como ocurre con el controlador PID-D.
La funcién de transferencia del error, H.(s) = 1 — H(s), tiene la forma

52 (S +p—KKpTD2)

H, piprp(s) = 5 1 (4.35)
Tp1 Tp1TI
Haciendo
b
KPTD2 = ? (436)

las funciones de transferencia de lazo cerrado Hpprp(s) y He piprp(s) quedardn en la forma,

1
ps? + KKpt,, (s2+8+ )

o1 Tpi 71

Hp\prp(s) = (4.37a)

S 1
s?(s+p) + KKptp, (52++ >
Tp1 TpTI

$3

1
s2(s+p) + KKptp, <32+8+ )

Tp1 Tp I

(4.37b)

H, pipip(s) =

Se ha supuesto que el polinomio caracteristico cumple que P(0) # 0, es decir, que el controlador
del lazo directo debe tener necesariamente un factor integral, ya que es una condicién necesaria para
resolver el problema de supresién de una sefial de perturbacién constante estudiada en la Seccidn
4.3.

El sistema de control de lazo cerrado con controlador D|PID con la condicién 4.36 es un sistema
de tercer orden cuyo polinomio caracteristico P(s) escribiremos en la forma

1
P(s) =8+ (p+ KKptp,)s* + KKp <s+> (4.38)

TI
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El polinomio caracteristico de grado tres 4.38 puede escribirse también en la forma,
P(s) = (s + ¢)(s* + 2Cwns + w?) (4.39)

donde ¢, (,w, € RT.

Los pardmetros del controlador del lazo directo {Kp,7,,,7r} pueden ser sustituidos por los
parametros {c, (,wy }, sin embargo nos interesara introducir los pardmetros de disefio 5y 32, definidos
de la siguiente forma:

p = B2lwn (4.40a)
¢ = flwy (4.40b)
Identificando los polinomios 4.38 y 4.39, y teniendo en cuenta las definiciones dadas por 4.40,

puede comprobarse que los pardmetros { Kp,7,,, 71} del controlador del lazo directo del D|PID,
dependen de los parametros {(, 3, 52} de la siguiente forma,

7 (20 )
KP = 622—[{ (4.413)
T, = 62 (/8_52+2) (441b)
p(20+ )
BaC? <25 + <2>
T = ,8p (4.41C)

La funcién de transferencia de lazo cerrado con controlador D|PID con la condicién 4.36 pue-
de expresarse, cuando no hay polos miiltiples, en la forma de descomposién en fracciones simples
siguiente,

18 + 79 n T3
82 4+ 2Cwps + w2 s+ BCwny

Hppip(s) = (4.42)

donde 71,73, 73 € R, son funciones que dependen de {3, (,w,} con 3,(,w, # 0, y vienen dadas por

TR
LFle) .
- gfg; (4.43¢)

donde Q(B) = B? — 28 + C12

Las relaciones 4.43 son exactamente las mismas que las del sistema con PID-D dadas por 4.31,
por lo que la sobreelongacién mdxima M, para una entrada escalén, también sera independiente
de 5. Por lo tanto, para el disefio sujeto a especificaciones de régimen transitorio, del controlador
del lazo directo del D|PID con la condicién 4.36, se puede utilizar el mismo procedimiento que el
propuesto en la Seccién 3.5 para el disefio del sistema de control realimentado con controlador PI-D.

También se cumple que el valor inicial de la derivada con respecto al tiempo de la salida a la
entrada escaldn, sigue la misma expresién que con el controlador PID-D,

B+2
B2

y(0%) = Cwn (B+2) = (4.44)
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Por lo tanto, 5(0™) > 0.

Puede comprobarse que p + KKp7,, = y(0").

Por dltimo, vamos a demostrar que el controlador D|PI puede ser un caso particular del con-
trolador D|PID si se cumple la condicién de que pr; > 1. Para ello se analizan las condiciones de
estabilidad del D|PI con la condicién 4.36 construyendo la Tabla de Routh del polinomio carac-
teristico que se obtiene haciendo 7,,, =0,

KK
P(s) = s* +ps* + KKps + - L (4.45)
T
s 1 KKp
9 KKp
Rl P -
1 (4.46)
st || KKp (1 - )
pPTI
KK
s0: r
TI

Si pr; < 1y Kp > 0 se producen dos cambios de signo en la primera columna, por lo que la
ecuacion caracteristica P(s) = 0 tendrd dos raices en el semiplano derecho.

El caso pr; = 1 es estable si Kp > 0, ya que en la Tabla de Routh no hay cambios de signo en
la primera columna,

$3 1 KKp
52 P pKKp
(4.47)
st €
s || pKKp

donde € > 0.
Sin embargo pr; = 1 no puede darse, ya que de acuerdo con la relacién 4.41b el controlador
DIPI se obtiene como un caso particular del D|PID haciendo 32 =  + 2. Haciendo pr; = 1 en

4.41c se cumple la relacién 32 + 28 + 2 = 0, que tiene soluciones de 3 < 0. Puede verse también,
2
de la relacién 4.41a que Kp = —% < 0, por lo que el sistema con controlador D|PI y pr1 = 1

seria inestable.

4.6. Salida parcial y,(¢) a la seial de entrada de perturbacién constante

w(t) Uy(t) K Yu (1)
s(s + p) ]

F(s)

Figura 4.11: Esquema de bloques del sistema de dos grados de libertad con entrada de perturbacién.
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En la Figura 4.11 se muestra el esquema de bloques del sistema de dos grados de libertad con la
entrada de la sefial de perturbacién, obtenida siguiendo el principio de superposicién que se muestra
en la Figura 4.3.

La funcién de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) tiene la forma

K

Hy®) = i+ BOE

(4.48)

donde Fy(s) = G.1(s) para la estructura Prealimentada y F5(s) = Gc1(s)+Gea(s) para la estructura
Paralela.

Se estudia, en esta Seccidn, la salida parcial y,,(t) de las estructuras de Control Realimentado
Prealimentada y Paralela de dos grados de libertad recogidas en la Tabla 4.1 cuando la sefal de
perturbacién es constante, es decir, para w(t) = W

Las funciones de transferencia de lazo cerrado con los controladores de tipo PID-D para la
estructura Paralela y de tipo D|PID para la estructura Prealimentada, cuando se imponen las
condiciones de supresién de la sefal de perturbacidén constante estudiadas en la Seccién 4.3, son las
siguientes,

Ks

HywpiD-D(s) = . 1 (4.49a)
$3+ KKpt,, <32++ >
Tp1 Tp1TI
Ks
Hyw,D|PID(S) = S 1 (449b)
s3 +ps? + KKp7p, <s3—|—+ )
Tp1 Tp1TI
Por lo tanto, Yy, (s) = Hyw(s)W (s) cuando w(t) = W, tiene la forma,
KW
Yw,pip-p(s) = 1 (4.50a)
s34+ KKpt,,s°+ KKp <3 + >
I
KW
Yuw,pip1p(8) = 1 (4.50b)
3+ (p+ KKpr,,)s>+ KKp (s + T)
1

En el Apéndice G se demuestra que, para ambas estructuras, la salida debida a la sefial de entrada
de perturbacién constante, satisface la relacién siguiente:

(s (7 = (o (T s () gt | (as
yw(t) = ;g(gg) (eiﬂc“’”t — g Swnt (cosh (wn ¢2—1 t) + a1 sinh (wn -1 t))) ¢>1 | (451b)
;gg/(gg) (efﬁ“’"t —ert (14 (1 - /B)WHt)) (=1 (4.51c)
donde

b 1=8)¢ (4.52a)

1—¢2

(1-5)¢
a] = ? (4.52b)
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(=023
Perturbacion ¢ =0.707

B=35

0.035

0.03

0.025

0.02

P R AR

0 F 05\_) 15 75 3 3.5 4 4.5 5 pt

Figura 4.12: Salida Perturbacién con 8o =05y 5 =3,5

p2

- 'wt
KWy () (=03

9 Perturbacion

vl b 9T

[]‘ 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 pt

Figura 4.13: Salida Perturbacién con 8o =35y 56 =10,5

2

KW

En las Figuras 4.12 y 4.13 se muestran las curvas de Y (t) en funcién de pt para diferentes

valores de (, B y [o.
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Apéndices



A. Respuesta al escalén unidad de un sistema de tercer orden

Consideremos un sistema de tercer orden y orden relativo menor o igual a 2, cuya descomposicién
en fracciones simples de su funcién de transferencia H(s) puede ser expresada en la forma

_ 18 + 12 " T3
82+ 2wps + w2 s+ Blwn

H(s) (A.1)

donde r1,79,73 € R, son funciones que, en general, dependen de {53,(,wy,} con 3,(,w, # 0, y en
particular, alguna de ellas o varias puede ser nula. Por ejemplo, si r3 = 0, el sistema serd de segundo
orden.

Supondremos también que la ganancia a bajas frecuencias H(0) = 1, por lo que se deberd cumplir
la siguiente relacidn,

T2 T3
wy  Blwn

Podemos comprobar que si r; = r3 = 0 el sistema es de segundo orden expresado en su primera
forma candnica.

La salida para una entrada escalén unidad, bajo condiciones iniciales nulas, puede ser expresada
en la forma

—1 (A.2)

H(s) _ "1 4 r2 X r3
s 824+ 20wps+ w2 s(s2+20wps +w2)  s(s+ Blwn)

(A3)

En primer lugar se obtendra la salida para { < 1. Calculando la transformada de Laplace inversa
se obtienen las contribuciones de los polos real y complejos.
Puede comprobarse que

w? :1_ 5§ — 2Cwn, (A.4)
s(s24+2Cwps +w2) s 82+ 2Cwps + w? '
por lo que
r
-2 22 (s + Gun) ) )
Y (s) Un____ _ _*n + 3 + 2 (A.5)

" 52+ 2(wns + w2 2+ 20wps+ w2 s(s+ BCwy)  wis
Teniendo en cuenta la relacién dada por A.2, puede comprobarse que

r3
s T2 L Blwn (A.6)

s(s+ BCwn)  w2s s s+ Blwy

La salida del sistema de control de lazo cerrado para una entrada escalén unidad y bajo condiciones
iniciales nulas, es

_ T3 ~flwnt _ g—Cunt ¢ ™ LI T D r2
t)=1- - - t t] (A7
y(t) 5Cwne e ((mw% TG sin wqt + o2 coswgt | (A7)

donde wy = wp/1 — 2.

La salida y(t) del caso { < 1 conviene expresarla en alguna de las dos formas siguientes:

y(t) =1 — (1 —a)e Pnt — e=Cwnl (hsin wyt + a cos wat) (A.8a)
y(t) =1 — (1 — a)e Pwnt — ce=Cntgin (wyt + ) (A.8Db)
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donde

T2
a = wi% (Aga)
ag — L
b= ——2n (A.9b)
1-2

wqg =wpV1—¢? (A.9¢)
c=+va%+b? (A.9d)
a
c
b
¢

sinp =

(A.9e)
Cos @ = (A.9f)

El caso ¢ > 1, puede obtenerse a partir del caso ( < 1 teniendo en cuenta las relaciones entre
funciones trigonométricas e hiperbdlicas. En este caso, utilizando la expresién A.8a,

y(t) =1 — (1 — a)e Pownt _ g=Cwnt (V' sinhwjjt + a coshwijt) (A.10)
donde
T2
ag — L
yo= —n (A.11b)
-1

wh=wp/ (2 -1 (A.11c)

El caso ( = 1, puede obtenerse también a partir del caso { < 1 calculando el limite cuando
¢ — 1. Podemos comprobar que

sinwy, /1 — (2t

li = wy A.12
Svie (A1)

De aqui, la salida en el caso ( =1 tiene la forma,
y(t) =1 — (1 —a)e™ ™" — e " (V'wut + a) (A.13)

donde
T2
=— A.14
T a2 (A.14a)
V' =a— - (A.14b)
Wn,

45



B. Cancelacién cero/polo en los sistemas de tercer orden

Consideremos el sistema G(s) definido como

K
G(s) = — (B.1)
s(s +p)
con p € RT.

En este Apéndice se estudian las condiciones que se deben cumplir para que se produzca la
cancelacién del polo estable del sistema s = —p con controladores de tipo PID o PI-D, y sus casos
particulares, PD y Pl bajo condiciones iniciales nulas.

Consideremos las siguientes Proposiciones:

1. La cancelacién del polo estable del sistema s = —p es equivalente a que la funcién de trans-
ferencia de lazo cerrado H(s) del sistema de control realimentado tenga un cero y un polo
iguales s = —p.

2. Con el controlador PI-D no puede producirse la cancelacién del polo estable del sistema s = —p,

mientras que con los controladores PID, PD y PI si puede lograrse si se cumple una relacién
concreta entre los pardmetros 7p y 77.

En lo que sigue se va a demostrar la Proposicién 2, admitiendo que se cumple la Proposicién
1. Para demostrar la Proposiciéon 1 seria necesario y suficiente demostrar que la senal de control
contiene un cero en s = —p. No se va hacer en este Apéndice la demostracién de la Proposicién 1.

Escribiremos la funcién de transferencia del controlador situado en el lazo directo G.1(s) y del
controlador situado en el lazo paralelo G 2(s) como

Gate) = Kt 829
Gats) = Kzl 821

donde N.1(s) y Nea(s) son polinomios de grado m, y D¢1(s) y Dea(s) son polinomios de grado n,
con m < n y coeficiente unidad del término de mayor grado.

La funcién de transferencia de lazo cerrado H(s) con el controlador PID, PI-D o PI, puede
escribirse en la forma

KK:Ne(s)

H(S) - 82<3 —HU) + K (KCINCI(S) + SKCQNCQ(S))

(B.3)

Con los controladores PID o Pl, N.2(s) =0, y con el controlador PI-D, Nga(s) = s.

Ademds haremos K1 = Kp7p con los controladores PID y PD, K.; = Kp con los controladores
Ply PI-Dy K. = Kp7p con el controlador PI-D.

Con el controlador PD,

KKPTDNcl(S)
S(S + p) + KKPTDNcl(S)

H(s) = (B.4)
Podemos observar que los ceros de lazo cerrado son los ceros del controlador situado en el lazo
directo, es decir las raices de N.i(s) = 0.
El polinomio caracteristico P(s) con los controladores PID, PI-D y PI tiene la forma,

P(s) = s*(s 4+ p) + KKp (Nei(s) + TpsNe(s)) (B.5)

y con el controlador PD,
P(s) =s(s+p)+ KKpNc(s) (B.6)
Solo es posible que haya un polo de lazo cerrado en s = —p si ademds es raiz de la ecuacién

N¢i(s) + 7psNea(s) = 0. Entonces el polinomio caracteristico con los controladores PID, PI-D y
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Pl podrd ser escrito en la forma P(s) = (s + p) <32 + KKPN(S)), y con el controlador PD como
P(s)=(s+p) (s + KKPN(S)), donde N, (s) 4+ mpsNea(s) = (s + p)N(s).

Con los controladores PID, Pl y PD, si existe el polinomio N(s) entonces siempre se produ-
cird una cancelacién cero/polo en H(s), ya que Ne2(s) = 0. Con el controlador PI-D, sin embargo
se deberd cumplir simultdneamente que exista N(s) y que N.i(s) = s+ p.

Haciendo, con el controlador Pl, N.i(s) = s + —, es inmediato comprobar que la condicién de
TI

., 1 ) 1 .
cancelacién es que 77 = —, y haciendo, con el controlador PD N,i(s) = s + —, la condicién de

[ ”
cancelacién es que 7p = —.
p
Con el controlador PID escribiremos N1 (s) en la forma,
2 1
Nei(s) =s"+ —s+ (B.7)
D TDTI
Con el controlador PI-D
Ne(s) =s+ — (B.8)
TI
por lo que
Ne(s)+7mpsNea(s) =71p [ s°+ —s+ (B.9)
D TDTI

De acuerdo con la relacion B.8 una condicidn de cancelacién necesaria con el controlador PI-D,
es que 77 = —.

Y por ultimo, la condicién de cancelacién de los controladores PID y PI-D es que la ecuacién
1

2+ —s+ = 0 tenga una raiz s = —p.
D TDTI
Como se ha dicho, con el controlador PI-D, la condicién de cancelacién es que la ecuacién
9 1 p . : 9 1 p
s“4+ —s+ — =0 tenga una raiz s = —p. Sustituyendo s = —p en s* + —s + — vemos que no
D D D D

es posible que se produzca una cancelacién.
Sin embargo con el controlador PID si puede encontrase una condicién de cancelacién, ya que

. 9 1 . .
sustituyendo s = —p en s* + —s + se debera cumplir que
D TDTI
1
™D  TDTI

La condicién de cancelacién con un PID puede ser escrita como una dependencia entre 7p y 77,

1
P
TD = ———+— B.11a
e ( )
_ (B.11b)
T = .
p(1 —ptp)

Podemos observar que estas relaciones también son validas para los controladores Pl y PD.
En general, los ceros del PID son los siguientes

_olEVi-dy (B.12)

c
2Tp

donde

=P (B.13)



Para que uno de los ceros sea ¢ = —p, es condicidn necesaria que los dos ceros sean reales, es
decir, que 4v < 1, lo que implica que /1 —4y < 1siy >0,y +/1—4v>1si~vy <0. Por lo tanto,
si v > 0 los ceros serdn negativos, y si 7 < 0 habrd uno negativo (¢ = —p) y otro positivo.

92\ 2
(-3)
Sustituyendo la relacién de 7p dada por B.11a en 1 — 4+, se obtiene la relacién NP

2 quey
Tr
por un lado, siempre es positiva, y por otro,
2
T — —
p2 —1+ p

) (e ()

2 ( _ 1) 2(prr — 1) (B.14)

Por lo tanto, los ceros son

-1 -1
1—pr  prp7I TD
Cy = —D

(B.15b)
Si v > 0, los ceros deben ser negativos, por lo que necesariamente pr; > 1y prp < 1, si 7p > 0.
Si 7p < 0 o 77 < 0, no puede haber cancelacién cuando v > 0. Y si 7 < 0, uno de los ceros debe

ser positivo y el otro negativo, por lo que prr < 1y prp > 1,si7p >0, perocon 77 < 0. Si 7p <0
puede haber cancelacién cuando v < 0, pero con 77 > 0.

En la Figura B.1 se muestran los esquemas de bloques equivalentes con cancelacién cero/polo.

r(t) e(t) | Kp|u(t)| K y(t)
() elt) st o u(t)@ () >
S S

Kptp |_| p s

(a) Cancelacién con controlador PID (b) Cancelacién con controlador PD

r(t) e(t) | Kp|ul®) | K y(t)

S S

(c) Cancelacién con controlador Pl

Figura B.1: Esquemas de control realimentado con cancelacién cero/polo con PID, PD y PI
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C. Obtencion del tiempo de pico ¢, y de la sobreelongacién maxima
M, con controladores PID y PI-D, para ( <1

La salida y(t¢) para una entrada escalén unidad con los controladores PID y PI-D puede expresarse

de la siguiente forma:

/1 — (2 /1 — (2
yx)=1—(1—a)e P —e® (bsin 1CCac + acos 1CC:U> (C.1)
donde
r
a= 0772% (C.2a)
aC — L
b= Wn C.2b
— (C.2b)
p=B (C.20)
B2 '
y 71,72 son funciones de los pardmetros de disefio ({, 3, B2) recogidas en la Tabla 3.2.
Derivando con respecto a z,
/1 _ 2 /1 _ 2
%y(x) =B(1—a)e P+ e bysin 17C95 + aj cos 17Cx (C.3)
Ox ¢ ¢
donde
V1 -2 1
=a-— = 4
a1 =a c b o (C.4a)
a 1
VIZC,
b =b+ a= Z C.4b
T e )
Puesto que
dy(t) _ Oy(x)dx
dt  Or dt (C.5)
entonces
dy(z) B
==yt C.
L = 2t ()

El valor de ¢, se produce cuando y(t) = 0, y puesto que [32,p # 0, también se deberd cumplir

oy(x) _

El tiempo de pico serd una solucién de la ecuacién tra

ent =t, que

scendente siguiente,

Bl —a)e Ptr = —e~%» (bl sin ‘1C_C2xp + a1 cos 1<_ ¢ xp) (C.7)
donde
t
2y = %: (C.8)
Con los controladores PI-D y PI,
_ 2P _ 3 _
a; = ol =fB(a—1) (C.9a)
o, 100
bl:/ﬁ taswe (1+ 1 _2<2> (o)
RBWVI-  2/1-¢ e
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por lo tanto, para a # 1,

ZTp + cos

e~ (B=Dzp — p gin NlC_CQ '1C_CQ:L'p (C.10)

donde

=1 <1+ ! —2c2>
YN e 322

La sobreelongacién maxima M,, = y(t,)— 1, por lo que, sustituyendo la expresién de (1—a)e= P
de la relacién C.7 en M, y agrupando términos, se obtiene que

M,=e¢e" <b2 sin '14_42 NIC_@%) (C.12)

(C.11)

ZTp + a2 COS

donde, para 8 # 0,

as = % —a= ﬁgi}n —a (C.13a)

b ¢ L oL
bo=p = W(Cl(w )+ (1-3)) (C130)

Con los controladores PI-D y PI,

a2 pr—-D = -1 (C.14a)

bo,pr-p = W (Q(ﬁ) + (52 + ;2> (522 - 2) + 252> (C.14b)

r1 23

B T T 00y

La expresién de by pr—p puede simplificarse, ya que

o V(L o1 (o o 1\ _ Q)
<5+<2> (W 2)*” 2 (5 2*/342) B¢ (C.15)

donde se ha tenido en cuenta que

por lo que

(C.16)

¢ 1
bopi_p = ——— —
2,PI—-D m <1+5C2>

Con los controladores PI-D y PI la sobreeelongacién M), es independiente de (32, y el tiempo de
pico t,, es proporcional a 32, a diferencia del caso con controlador PID. Con los controladores PI-D
y PI cualquier solucién z,, de la ecuacién trascendente C.10 solo dependerd de ({, 3), ya que b} solo

14 .
depende de (¢, 3), y como z), = ZQ, se deduce que ¢, debe ser proporcional a [3>.

Con el controlador PI-D es interesante analizar el caso limite, cuando 8 — oc,

vi-¢ Vlgi@x;) (C.17)

M ¢ sin

— 15 S —
p,PI-D = BIEIOIOM pi-p =¢€ 7" (m c

Por otro lado, puede comprobarse que,

Ty — COS

_ /1 _ 2
ypr-p(x) = 51320 ypr-p(x) =1—e" (\/iﬁsin 1( ¢ T + cos

En este caso, la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema de control limite, tendria la
forma,

'1C_C2x) (C.18)

2¢wns + w2
$2 + 2Cwp s + w2

lim HP[_D(S) = (Clg)
B—00
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Como vemos, es una combinacién lineal de un sistema de segundo orden en su primera y segunda
forma canénica, algo parecido al caso en que hubiese un controlador PD, de hecho un controlador
PD-D.

La sobreelongacién maxima en este caso limite es, M, p—p = ypr—p(xp) — 1, que como puede
verse, coincide con la expresion C.17.

Derivando gpr_p(x) con respecto a z e igualando a cero, se obtendria el valor del tiempo de
pico de este caso limite.

Puesto que
lim apj—p = 1 (C.20a)
B—o00
lim bpy p = ——> (C.20b)
B—o0 V1— (2
entonces
lim a1, pPI-D = 2 (C.2la)
B—r00
1—2¢2
¢ (C.21b)

lim by pj-p = ————
g O1PI-D Ve

De aqui, que el tiempo de pico sea una solucién de la ecuacidn,

1-2¢%2 | J1-¢2 V1—¢2
0= i@ sin c Txp (C.22)

Esta ecuacion puede expresarse en la forma

Tp + 2cos

. 1-¢2 ~
sin Tﬂjp,p],D + @Yp,PI-D | = 0 (C23)

donde

sin &p,PI—D = QC\/ 1-— CQ (C.24a)
COS &p’p[,D =1- 2(:2 (C.24b)

Por lo tanto, el tiempo de pico t, pr—p en la situacién limite, serd una solucién de la ecuacién

Walp PI—D = —Pp.pI—D + N7 (C.25)

donde n € Z y wg = wp/1 — (2.
Para el cdlculo de ¢, pr—p conviene utilizar la funcién atan2 que da valores del arcotangente en
[—m, m]. Entonces, ¢, pr—p € (0,), por lo que n = 1. Por lo tanto,

Watp.p1-p =T — $p PI-D (C.26)

Sustituyendo en C.17

M, pr—p = lim M, pi_p = e o (C.27)
B—o0

Por otro lado, cuando S = 0 el controlador PI-D se transforma en el controlador P-D, el cual
puede representarse como un sistema de segundo orden expresado en su primera forma candnica. De
aqui que,

p

i)
M pr_p = /1313}) Mppr-p =e ( L=¢ (C.28)
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Como consecuencia,

¢ >~
. i ®p,PI-D
M, pr—p = M;,],p]_D@( 1-¢ (C.29)

En conclusién. Como ¢, pr—p € (0,7),

ﬁli_{I;o My pr-p > élg}) My, pr-p (C.30)
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D. Obtencién del tiempo de pico ¢, y de la sobreelongacién maxima
M, con controladores P, PD y P-D

Para la obtencién del tiempo de pico, t,, con controladores P, PD y P-D, se utilizardn los
resultados del Apéndice C, ya que estos controladores se obtienen haciendo 5 = 0 seglin se desprende
de la Tabla 3.1.

Para obtener M, debe recurrirse a la ecuacién de t,, dada por C.7, con a = 1, seglin se desprende
de la Tabla 3.2,

1—(2 1—(2
0 = by sin chp—i-al cos CCa:p (D.1)
donde
a = CrTln (D.2a)
1. n
b= S __Yn (D.2b)

Ve

La ecuacién D.1 puede escribirse en la forma siguiente,

sin ('1_@:61, - g0p> =0 (D.3)

¢
donde
sin ¢, = Z—i (D.4a)
COS pp = _c(zl (D.4b)

c1=1/a2+ b3 (D.4c)

En consecuencia, el tiempo de pico ¢, serd una de las soluciones positivas de la siguiente ecuacién,

‘ wtp = @p + N7 ‘ (D.5)

donde n € Z 'y wy = wpy/1 — (2 es la frecuencia natural amortiguada.

1
Con los controladores Py P-D, a; =0y b = T por lo que ¢, = m. Para n = 0,

wqt, = m, es la solucién conocida de ¢, de los sistemas de segundo orden expresados en su primera
forma canénica,

tp,P - tp,PfD = 1 = <1C_€2> g 162 (D6)

Con el controlador PD,

ai,pp =2 — P2 (D.7a)
1- %2 B) ¢ 1
bl,PD = Cl—\/_i€2 = \/17—7@ </32 -2+ Cg) (D-7b)

A pp=(2-B)*+ ¢ ﬁ—2+i2—# (5—2)2+2(5—2)+i (D.7¢)
1,PD = 2 1— 2 2 z) Ti1_¢ 2 2 2 .

Simplificando la expresién de ¢ pp,

C%,PD = ?(ﬁzg (D.8)
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donde Q(B2) = B3 — 26 + —

¢
Por lo tanto,
_ 1 _ /2
sinp pp = (2 BZC)Z(B; ¢ (D.9a)
¢ <ﬁ2 -2+ é)
= _ D.9b
P Q) (0-90)
1

donde Q(B2) = ﬁ% — 2089 + C—2

Cuando 33 > 2, la pendiente en el origen de tiempos con el controlador PD, ¢(0%) < 0, lo que
significa que se producira un minimo en ¢t = t,,, donde t,, también satisface la ecuacién D.5, pero
no es el tiempo de pico t,. El valor de ), serd el segundo valor positivo que satisface esta ecuacién.
Si B2 < 2, entonces t,, serd el primer valor positivo. Teniendo en cuenta este hecho, el valor de n de
la ecuacién D.5 serd distinto seglin sea el signo de (B — 2.

Para el cdlculo de ¢, pp conviene utilizar la funcién atan2 que da valores del arcotangente en
[, 7]. Entonces, para 2 > 2, pp pp € (—m, —m/2) por lo que n = 2, mientras que para 2 < 2,
©p,pp € (0,7) por lo que n = 0. Por lo tanto,

$p,PD ¢ ©p,PD
p,rD = <2 D.10a
p,PD —
2™ + ¢p,PD ¢ 21 + ¢p,PD
_— = : > 2 D.10b
wq ( /1 <2> p B2 B2 ( )

Cuando 2 > 2, el minimo de y(t) se produce en t,, paran = 1.

El caso particular S = 2 da lugar al controlador P. Segiin D.9, singp, p = 0y cosp, p = —1.
Si se utilizase atan2(0, —1) daria un valor de ¢, p = m. Sin embargo, debe entenderse que cuando
B2 < 2 en D.10a lo que se debe calcular es el limite cuando 32 — 27, por lo que ¢, p = 7, mientras
que en el caso B2 > 2 en D.10b lo que se debe calcular es el limite cuando B2 — 2%, por lo que
@p,p = —m. De esta manera la solucién de ¢, pp dada por D.10, es completamente coherente,
resultando la relacién de ¢, p conocida, dada por D.6.

La ecuacién de M, con estos controladores tiene la forma

M, = —e~%“nty (hsin wqtp + coswqtp) (D.11)
donde
1
o
b= ——Yn_ (D.12)

-
Puede observarse que, con el controlador PD, ¢, y por lo tanto M, dependen de 35 a diferencia
de los casos con controladores P o P-D. Este resultado es el esperado, ya que con el controlador PD
el sistema de lazo cerrado de segundo orden resultante es una combinacién lineal en (o de sistemas
de segundo orden expresados en su primera y segunda forma candnica.
Con los controladores P y P-D,

_ <>ﬁ
Myp=Mp_p=e (\/1—42 (D.13)

Con el controlador PD, bpp = (B2 — 1), por lo que teniendo en cuenta la ecuacién D.5,

6
WV 1— C2
bpp Sinwdtp’pD + coswdt%pp = COSNT (C(/BQ — 1) Sin@p,pp + cos gop,pD) (D.14)

i@
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Sustituyendo las relaciones D.9,

. COS N 1
bpp sinwgt, pp + coswgty, pp = 47 <(,32 —1)(2—f2) — <2 + By — 2>> (D.15)
Q(B2) ¢
Ahora, simplificando esta expresion
: cos nm
bpp sin wqty pp + COSWqlp pp = —CiQ( 2) (D.16)
Q(B2)
9 1
donde Q(52) = B35 — 202 + @
Por dltimo, se obtiene M), de la relacién D.11y D.16
_PtppD
Mypp =C\/Q(B) e 2 (D.17)

1
donde Q(32) = 35 — 232 + C—Q y tp,ppD es el tiempo de pico dado por las expresiones D.10.

Puede comprobarse que para 3 = 2 se obtiene la expresién de M, del sistema de control
realimentado con controlador P.
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E. Lema de los polinomios coprimos o identidad de Bézout

La identidad de Bézout se refiere a nlimeros enteros, y dice que dados dos nimeros enteros
cualesquiera a y b cuyo maximo comdn divisor es d, entonces existen dos nimeros enteros x e y
coprimos (no tienen factores comunes), tales que ax +by = d. Si a y b son ndmeros primos entonces
d=1.

El siguiente Lema es una generalizacién de esta identidad para polinomios.

Lema de los polinomios coprimos: Se cumple que los polinomios N(s) y D(s) de grados m
y n > m respectivamente son coprimos si y solo si existen los polinomios coprimos A(s) y B(s) de
grados n4 < ny mp < m respectivamente tales que

A(s)N(s) + B(s)D(s) = 1 (E.1)

También se cumple que si N(s) y D(s) son polinomios coprimos, entonces los polinomios A(s) y
B(s) son dnicos.

Por ejemplo, como D(s) = s?+3s+2 = (s+1)(s+2) y N(s) = s+ 1 no son coprimos, no se
puede encontrar ningtn polinomio A(s) y B(s) que cumpla la identidad de Bézout, ya que siempre
se cumple que (s + 1)(A(s) + (s +2)B(s)) # 1.

Perosi D(s) = s> +3s+2 = (s+1)(s+2) y N(s) = s+4, escogiendo los polinomios genéricos
A(s) y B(s) de grados n4 < ny np < m entonces

B(s)=c (E.2a)
A(s) =as+b (E.2b)
1=A(s)(s+4) + B(s)(s> + 35+ 2) = (a+ ¢)s> + (4da+ b+ 3¢)s + (4b + 2¢) (E.2¢)

Obtenemos un sistema de ecuaciones lineales

a+c=0 (E.3a)
4da+b+3c=0 (E.3b)
4db+2c=1 (E.3c)
cuya solucién es tnica y dada por
1
c a= (E.4)

El Lema nos asegura que los polinomios N(s) y D(s) son coprimos, ya que A(s)N(s) +
B(s)D(s) =1, para los polinomios

A(s) = —=s+ = (E.5a)
B(s) = = (E.5b)

También ha quedado demostrado en este ejemplo que A(s) y B(s) son tnicos.
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F. Estructuras de un grado de libertad

Consideremos un sistema realimentado de un tnico controlador de funcién de transferencia G(s),

N(s)
G = F.1
C<8) DC(S) ( )
donde los polinomios N.(s) y D.(s) son coprimos y de grados m, y n. respectivamente.
Consideremos el sistema a controlar de funcién de transferencia G(s),
N(s)
= F.2

donde los polinomios N(s) y D(s) son coprimos y de grados m y m > m respectivamente.
Sean A(s) y B(s) los polinomios de Bézout de N(s) y D(s) del Lema de polinomios coprimos
enunciado en el Apéndice E, es decir

A(s)N(s)+ B(s)D(s) =1 (F.3)

Independientemente de qué estructura de control se tenga (el controlador en el lazo directo o en el
lazo realimentado), el polinomio caracteristico P(s) tiene la forma

P(s) = D.(s)D(s) + N¢(s)N(s) (F.4)
Multipliquemos la identidad de Bézout por P(s),

P(s) = P(s)A(s)N(s) + P(s)B(s)D(s) (F.5)

0= (P(s)A(s) = Ne(s))N(s) + (P(s)B(s) — De(s))D(s) (F.6)

Como consecuencia se cumplird que para cualquier polinomio Q(s),

P(s)A(s) — N.(s) = Q(s)D(s) (F.7a)
P(s)B(s) = Dec(s) = —=Q(s)N(s) F.7b)
De aqui se deduce que
N¢(s) = P(s)A(s) — Q(s)D(s) F.8a
De(s) = P(s)B(s) + Q(s)N(s) F.8b)

_ A(s) = M(s)D(s)
Gels) = By T M (5N (s) (F.9)
donde
M(s) = 2 (F.10)

Si consideramos que el polinomio caracteristico P(s) es conocido (y estable en el sentido de Hurwitz),
y puesto que también son conocidos los polinomios N (s) y D(s),y A(s)y B(s) son polinomios tinicos
que se pueden obtener resolviendo la identidad de Bézout, la funcién de transferencia del controlador
dependerd exclusivamente del polinomio Q(s). El polinomio Q(s) puede ser cualquiera. Este es el
sentido que daremos al concepto de grado de libertad de una funcién de transferencia.
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A
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Figura F.1: Estructura de Control Realimentado de un grado de libertad: (a) Lazo directo, (b) Lazo
realimentado

Podemos ver que las funciones de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) y Hyw(s) de la Figura
F.1 son de un grado de libertad dependientes del mismo polinomio Q(s). En este sentido diremos
que la estructura del sistema de control realimentado es de un grado de libertad.

Si el controlador estd situado en el lazo directo,

Hy.(s) = W = (A(s) — M(s)D(s))N(s) (F.11a)
Hyul) = P = (B(5) 4 MIN )N G) (F.11b)

y si el controlador estd situado en el lazo realimentado

D.(s)N(s)

Hyo(s) = P)(S) — (B(s) + M(s)N(s))N(s) (F.12a)
Hyuls) = PG = (B(5) 4 MEN ()N G) (F.12)

Puesto que H., = 1 — Hy,, entonces la funcién de transferencia del error también serd de un
grado de libertad.

Ademds, por la eleccién que se ha hecho de P(s) todas las funciones de transferencia de lazo
cerrado serdn estables y en consecuencia el sistema realimentado sera estable para cualquier polinomio
Q(s) que se escoja.
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G. Respuesta a la senal de entrada de perturbacion constante

Consideremos que la salida Y, (s) a la sefial de perturbacién constante w(t) = W tiene la forma
siguiente

KW
(s + BCwn) (82 + 2Cwp s + w2)

Yu(s) = (G.1)

La relacién G.1 puede escribirse en la forma de descomposicién en fracciones simples siguiente,

(G.2)

Yw(s):KW< 1S4 1o T3 )

$2 4+ 2(wps + w2 s+ Blwp

donde 71, 72,73 € R, son funciones que dependen de {f,(,w,} con B, (,w, # 0, y vienen dadas por

1
T T E2Q0) (6:32)
__B-2
7 CwnQ(B) (e
1
" PQ0) (639

donde Q(B) = B? — 28 + ClQ

Puede comprobarse que se cumplen las siguientes relaciones

ri+r3=0 (G.4a)
ro 4+ 1r3(2 — B)Cwp, =0 (G.4b)

Por lo tanto la salida Y;,(s) dada por G.2 puede escribirse como

KW s+ (2 — B)Cwn 1
Yuls) = T Cw2Q(B) <32 + 2wps + w2 s+ BCwn> (G.5)
La relacién G.5 puede escribirse en la forma,
B KW s+ Cwp, (1= B)Cwn 1
Yul(s) = - Cw2Q(B) <32 + 2Cwns + w? * $2+ 2Awps + w2 s+ Bg“wn) (G.6)
Aplicando la Transformada de Laplace Inversa en el caso ¢ < 1,
KW 1-—
Yu(t) = 00 (e—ﬁCwnt — ¢ Cwnt (cos wqt + S/% sin wdt>> (G.7)
donde wy = wp/1 — 2.
Para ¢ > 1,
K 1—
yw(t) — Q‘Q%%ng(ﬁ) (eﬂCwnt — ¢ Cwnt <coshc~udt + (\/% sinh&ﬂ)) (G8)
donde Wy = wp\/(% — 1.
Para ( =1,
_ KW —Pwnt _ —wnt _
vll) = o5 (e et (14 (1= Blwnt) ) (G.9)
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