SECO 2014-11

Félix Monasterio-Huelin y Alvaro Gutiérrez

6 de marzo de 2014

Indice
Indice 33
Indice de Figuras 33
Indice de Tablas 34
12.Muestreador ideal y relacién entre s y z 35
13.Muestreo de Sistemas en serie 38
14.ZOH: dispositivo de retencion de orden cero 39
15.Discretizacion de Funciones de Transferencia 41
15.1. Discretizacion a la entrada escalén o equivalencia ZOH . . . . . . 42
15.2. Discretizacién por aproximacién lineal de z = e¢”® o por aproxi-
macién discreta de la integral . . . . .. ... oo 44
15.3. Discretizacion por igualacién de ceros y polos . . . . . . . . . .. 47
15.3.1. Ceros en el infinitocon z=—-1 . . . ... ... ... ... 47
15.3.2. Ceros en el infinitocon z =00 . . . . .. ... ... ... 48
Bibliografia 49
Indice de Figuras
5. Muestreo de z(t) con un tren de impulsos Ap(¢) . ... ... .. 35
6. Muestreadorideal . . . . ... Lo oo 35
7. Caracteristicas de la transformacién z = e*T. (a) Franjas pe-
riédicas en el Plano s (Los puntos Pla,P1b,Plc se transforman
en Pl.etc)(b) Circulo unidad en el Planoz . . . . ... ... ... 36
8. Muestreador ideal con un prefiltro . . . . ... ... 0oL 37
9. Retencién de Orden Cero . . . . . . . . . ... ... ... .... 39
10. Sistema en Lazo Abierto Continuo . . . . . ... ... ... ... 40

33



11. Sistema en Lazo Abierto Hibrido con un ZOH
12.  Estructura de Control de Lazo Directo Hibrido

Indice de Tablas

4.  Métodos de discretizacion por aproximacion lineal de z = e

34

Ts

45



12. Muestreador ideal y relacion entre s y z

Definimos un muestreador ideal como un dispositivo que modula una senal
continua con un tren de impulsos (tren de deltas de Dirac, Dirac comb en inglés)
Arp(t). La salida del muestrador ideal es una sefial muestreada.

z(t) pz*(¢)

I I I

0o T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T 10T 't

Figura 5: Muestreo de x(t) con un tren de impulsos Ar(t)

El tren de impulsos se define de la siguiente formas:
o0
Ap(t) = 6(t—kT) (12.1)
k=0
donde 6(t) es la funcién delta de Dirac.

) =@

Ar(t) ]

Figura 6: Muestreador ideal

Sea z(t) la entrada al muestreador ideal y z*(t) su salida (que se lee como
“x(t) estrella”) (Ver Figuras 5y 6). Se cumple que

2 (t) = Ap(H)a(t) = i 2(t)8(t — kT) = ix(kT)é(t — kT) (12.2)
k k

=0 =0

Obteniendo la Transfromada de Laplace £_ {z*(¢)} vemos que (Tabla 2 de
la Seccién 4 de la Parte I[1])

X*(s) = i x(kT)e ks (12.3)
k=0
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La discretizacién exacta de x(t) es x(kT), y su transformada Z {z(kT)}
(Tabla 1 de la Seccién 4de la Parte I[1]) viene dada por

X(2) = 3 z(kT)z7" (12.4)
k=0

Comparando las expresiones 12.3 y 12.4 vemos que la relacién entre s y z
cuando se muestrea una senal continua con un muestreador ideal es

z=eT (12.5)

Por lo tanto

1 (12.6)

s:TLn(z)

Una caracteristica de la relacién entre sy z es que z = e
que si s = 0 + jw € C entonces

sT es periédica, ya

5= eaTeij _ eaTej(wT-i-Qnﬂ') (127)

donden€Zyz=o0p+ jwp.
Esto puede comprobarse mediante la relacién o féormula de Euler dada por

T = cos(wT) + jsin(wT) (12.8)
Jw Jwp
j3n /T
o Py
o Py L 1
P
*Psp H lano s lano z
.P4b J’T/T p l P
o PP, o P
P g
.Pla 0
o Ps, o —1 1 oD
y 3
* Pia oP, o P
o Py —jm /T ‘4 y
F
.Plc _9
o5, & —1
.P4c
—337/T

(a) (b)

Figura 7: Caracteristicas de la transformacién z = e7. (a) Franjas periédicas
en el Plano s (Los puntos Pla,P1b,Plc se transforman en P1,etc)(b) Circulo
unidad en el Plano z
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Otra caracteristica cuya importancia estd relacionada con la estabilidad de
los sistemas, es que para valores de o < 0 se obtienen valores de |op| < 1.
Es decir que puntos pertenecientes al semiplano izquierdo del plano complejo s
se transforman mediante z = e*7 en puntos del interior del circulo unidad del
plano complejo z. Los puntos del eje imaginario s = jw del plano complejo s se
transforman en puntos de la circunferencia unidad z = /T o |z| = 1 del plano
complejo z como se muestra en la Figura 7(b).

La periodicidad de z = e”* da lugar a franjas periédicas en el plano com-
plejo s cuando se muestrea una senal continua. Se denomina franja principal al
intervalo de w que se transforma en puntos que recorren una sola vez todos los
puntos del plano z. Esto ocurre para los valores de w siguientes:

m™ T

welpgl

(12.9)
Se denominan franjas complementarias a las restantes como se muestra en la
Figura 7(a). Cada punto de la franja complementara también recorre una sola
vez todos los puntos del plano z, por lo que queda claro que son redundantes en
la representacién discreta, pero no pueden obviarse en el proceso de muestreo
ya que realmente las frecuencias continuas pueden estar en cualquiera de las
franjas. Este hecho plantea el problema de solapamiento o de enmascaramiento
de frecuencias (aliasing en inglés) cuando se muestrea una sefial continua.

La anchura de la franja principal wy depende del periodo de muestreo T,

Y
de hecho wy, = —, por lo que para evitar el fenémeno de solapamiento de

frecuencias, debera elegirse 1" de tal manera que la franja principal abarque
la méxima frecuencia de trabajo del sistema continuo. Esta exigencia de que el
intervalo de frecuencia de la senal continua sea de banda limitada se conoce como
criterio de Shannon, y la frecuencia maxima en que no se produce solapamiento
se denomina frecuencia de Nyquist wy,

Ws

wy = (12.10)

2
donde wy = —W.

Por desgracia la mayoria de las senales continuas no son de banda limitada
por lo que debe realizarse un prefiltrado de estas senales antes de realizar su
muestreo. En la Figura 8 se muestra esta idea.

w(t—)> Prefiltro () :/c il (>t)
Ar(t)

Figura 8: Muestreador ideal con un prefiltro
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13. Muestreo de Sistemas en serie

Una caracteristica del muestreo de sistemas en serie G1(s) y Ga(s) que debe
tenerse en cuenta es que

[G1(s)Ga(s)]" # G1(5)G5(s) (13.1)
Por comodidad de notacién escribiremos
Z{G(s)} =G"(s)| 1 . =G(2) (13.2)
s=—1Ln(z
T

Lo que significa esta relacion es lo siguiente,
Z{G(s)} = 2{LZH{G(s)}} = Z{9(t)} = Z{9(kT)} = G(2) (13.3)
Por lo tanto la desigualdad dada por 13.1 implica que
Z{G1(5)Ga(s)} # G1(2)G2(z) (13.4)
Para evitar cometer errores en las operaciones con muestreadores emplearemos
la notacién G1(s)Ga(s) = G1G2(s) vy Z{G1G2(s)} = G1G2(2).
Sin embargo se satisface la siguiente igualdad:

Z{G1(5)G5(s)} = G1(2)G2(z) (13.5)

Esto es asi porque (G1(s)G3(s))* = G5(s)G5(s).
Veamos un ejemplo de la desigualdad 13.4. Sean las siguientes funciones de
transferencia,

Gi(s) =~ (13.6a)

Gals) = (13.6b)

Teniendo en cuenta el procedimiento 13.3 y utilizando las expresiones 7.10 y
7.23 de la Seccién 7 de la Parte I [1] se obtienen las Transformadas Z de ellas ,

z

Z{G1(s)} = G1(z) = P (13.7a)
Z{Ga(s)} = Gal2) = —— 7 (13.7b)

Descomponiendo el producto en fracciones simples

GrCa(s) =+ (4 - 1) (139)

a \'s sS+a

Calculando ahora su Transformada Z puesto que es lineal,

G1Ga(z) = % (z SO ) = (1—e)e (13.9)

-1 z—eoT z—1)(z —eoT)

Sin embargo el producto de las relaciones 13.7a y 13.7b es

22

(z—1)(z —eaT)

G]_(Z)GQ(Z) = (13.10)
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14. ZOH: dispositivo de retencion de orden cero

Un ZOH (Zero Order Hold) es un dispositivo cuya entrada es una sefial
muestreada y su salida una senal continua obtenida por extrapolacién de un
polinomio de orden cero en cada intervalo de muestreo [kT, (k + 1)T), como se
muestra en la Figura 9.

#(t) yx(KT)
@
G
@
O
@
) T 2T 3T 4T 5T t

Figura 9: Retencién de Orden Cero

Si z(kT) es la senial de entrada, la salida Z(¢) es una combinacién de sefiales
escalén retardadas

() = i 2(kT) (ro(t — kT) — ro(t — (k + 1)T) (14.1)
k=0

donde r(t) es la funcién escalén unidad.
La transformada de Laplace £_ {Z(¢)} es

e—kTs e—(k—i—l)Ts —Ts

X(s) =Y a(kT)( — ):Zx(kT)e_kTsl% (14.2)
k=0 k=0

Esta expresion puede escribirse en la forma

N 1—eTs & _kTs 1—eTs «
X(s)=—— > a(kT)e =——X'() (14.3)
k=0

donde X*(s) representa la senal obtenida con un muestreador ideal.
En consecuencia la funcién de transferencia del ZOH es

Gzou(s) = ;((*(2) _1- Z_TS (14.4)
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Las Figuras 10 y 11 muestran los esquemas de bloques de un sistema en lazo
abierto continuo y su correspondiente hibrido con un ZOH.

u(t)

G(s)

y(t)

Figura 10: Sistema en Lazo Abierto Continuo

u(t) s un(t)

Ar(t)

ZOH

a(t)

(1) oo g (:)

G(s)

Ar(t)

Figura 11: Sistema en Lazo Abierto Hibrido con un ZOH

Teniendo en cuenta el procedimiento dado por 13.3 puede comprobarse que
la funcién de transferencia Z {Gzou(s)G(s)} es

Z{Gzon(s)G(s)} = (1 - 2712 {G<3) } (14.5)

S

ya que para cualquier funcién G’(s) se cumple que

Z{e TG ()} = 2{g (- T} = Z{G (T - T)} ==7'C'(z)  (146)
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15. Discretizaciéon de Funciones de Transferen-
cia
Dada una funcién de transferencia continua G(s) deseamos obtener una fun-

cién de transferencia discreta Gp(z) que satisfaga al menos las siguientes dos
condiciones:

1. Que Gp(z) represente un sistema lineal discreto.

2. Que se satisfaga la restriccién de igualdad de ganancia a bajas frecuencias,
es decir que

(15.1)

En algunas aplicaciones puede ser conveniente cambiar la restriccion de

ganancia a bajas frecuencias por la de ganancia a alguna otra frecuencia

de interés, como el centro de una banda de frecuencias de trabajo o algin
L *

punto critico s = s* y z = 2* =¢e* 7.

Realmente lo que seria deseable es que Gp(z) fuese una discretizacién exacta
de G(s) para cualquier entrada u(t), en el sentido de que el sistema discretizado
tenga la misma salida y(t) de G(s) en los instantes de muestreo, y(kT), cuan-
do la entrada del sistema discreto sea la discretizacion de wu(t), es decir w(kT).
Pero es imposible lograr esto salvo que Gp(z) no represente un sistema discre-
to lineal. La razén de esto es debida a que la relacién z = e*7 no es lineal.
Sin embargo si podra lograrse para alguna entrada particular, aunque no para
cualquier entrada.

Por otro lado observemos el sistema de lazo abierto hibrido de la Figura 11. Si
el ZOH realizase una reconstruccién exacta de la senal muestreada x*(t), es decir
si su salida fuese z(t), entonces el sistema G(s) tendria la misma entrada y en
consecuencia la misma salida y(t). Por desgracia no es posible hacer fisicamente
una reconstruccién exacta de una senal muestreada, aunque teéricamente pueda
lograrse con un filtro paso bajo ideal, que no es causal. El ZOH representa una
aproximacién causal de este filtro.

Por otro lado, el cumplimiento de las dos condiciones anteriores serd un re-
quisito de diseno necesario, pero normalmente se exigen condiciones adicionales.
Por ejemplo si el sistema continuo es estable o inestable, su equivalente discre-
to deberia ser también estable o inestable. O también seria deseable que si el
sistema, continuo tuviese un comportamiento oscilatorio para una determinada
entrada, también lo tuviese su equivalente discreto. En definitiva, seria deseable
que cualquier discretizacién conserve las propiedades cualitativas del sistema
continuo.

También seria deseable establecer alguna equivalencia en el comportamiento
de los sistemas de control realimentado continuo y discretizado. Por lo tanto
serd necesario estudiar la discretizacién Hp(z) de la funcién de transferencia de
lazo cerrado continua H (s). Sin embargo en la préctica aparece una dificultad
adicional, ya que nos encontraremos con disefios de sitemas de control hibridos
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como el de la Figura 12, sistemas de control en los que el sistema a controlar
G(s) es continuo mientras que el controlador G.(z) es discreto aunque la entrada
r(k) sea una discretizacién exacta de una senal continua 7(t).

r(k) < elk) u(k)f

w(t
o t)

y(i)

ZOH G(s)

y(k) AN

Figura 12: Estructura de Control de Lazo Directo Hibrido

En las siguientes subsecciones estudiaremos tres formas de discretizacion
que, en general, dan lugar a funciones de transferencia discretizadas distintas:

1. Discretizacién exacta a senales de entrada particulares (15.1).
2. Discretizacién por aproximacién lineal de la relacién z = €57 (15.2).

3. Discretizacién por igualacién de ceros y polos (15.3).

15.1. Discretizacién a la entrada escalén o equivalencia
Z0OH

En general no solo las salidas y(t) e g(t) de las Figuras 10 y 11 son distintas,
sino que también son distintos los valores de y(t) y de §(t) en los instantes de
muestreo, es decir que

y(t) #9(t) (15.2a)
y (1) # 9 (1) (15.2b)

La primera desigualdad es evidente ya que u(t) # 4(t). Comprobaremos la
segunda con un ejemplo.

Las desigualdades 15.2a y 15.2b pueden escribirse aplicando la Transformada
de Laplace y la Transformada Z como

(s) # Y (s) (15.3a)

Y(s) #
Y(z) #Y(2) (15.3b)



Supongamos que

G(s) = 15.4
()= —— (15.42)
u(t) = e tro(t) (15.4b)
donde rg(t) es la funcién escalén unidad.
Por un lado sabemos que
U(s) = — (15.50)
Cs+b '
z

Por otro lado puede comprobarse que

G(S)U(s):b1a< ! ! ) (15.62)

s+a s+b
Gls) _L(1__1 (15.6b)
s a\s s+a '
De aqui que
1 z z
Z{G(s)U(s)} = - (z—eaT — z—ebT> (15.7a)

Z{GiS)}:i<zzl_ZZaT> (15.7b)

que puede simplificarse a la forma

e—aT _ =T .

Z{G(s)U(s)} = TR P 4 P (15.8a)
G(s)| 1—e T z

Z{ S } = a G_c )z _1) (15.8Db)

Por ultimo, teniendo en cuenta 14.5, podemos comprobar que la desigualdad
15.3b es correcta:

—aT bT

Y(2) = Z{COUO) = = e (15.99)
V(z)=(1-2)z {GS)} U(e) = e (15

Solamente en el caso en que b = 0, es decir cuando la entrada sea un escalén
sedard Y(z) = Y(z) Puede comprobarse que esto siempre es asi para cualquier
funcién de transferencia G(s) y no solo para la del ejemplo. Por esta razén la
funcién de transferencia dada por 14.5 puede considerarse una discretizacion

exacta Gpo(z) de G(s) para una entrada escalén:
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S

Gpo(2) = Z{Gron(s)G(s) = (1 — 212 { Gls) } (15.10)

1
Podemos ver en el ejemplo anterior (G(s) = T) que la discretizacién a
s+a

la entrada escalén no coincide con la Transformada Z de G(s),

Goolz) = = ZﬁaT — i_aT (15.11a)
G(2) = Z{G(s)} = # (15.11b)

Podemos comprobar también que para la discretizacion a la entrada escalén
se cumple la restriccién de igualdad de ganancia a bajas frecuencias dada por
15.1: G(S = 0) = GD()(Z = 1).

15.2. Discretizacién por aproximacién lineal de z = ¢’* o

por aproximacion discreta de la integral

La idea de la discretizacién por aproximacién lineal de z = e es obtener

funciones de transferencia discretizadas G p(z) de G(s) substituyendo la variable
compleja s por una funcién racional lineal de la variable compleja z obtenida
como aproximacién racional lineal de la igualdad z = e”*.

Veamos tres métodos en los que obtendremos la ecuacién en diferencias dis-

cretizada de la ecuacién diferencial siguiente
y(t) = u(t) (15.12)

con la condicién inicial [y(07)].
La funcion de transferencia es

G(s) = = (15.13)

La solucién de la ecuacién diferencial dada por 15.12 es

y(t):y(O_)—i—/ w(t)dt (15.14)

En la Tabla 4 se resumen estos métodos. Podemos ver que todos ellos tienen
en el numerador el factor z — 1, por lo que G(s = 0) = Gp(z = 1), es decir que
satisfacen la restriccion de ganancia a bajas frecuencias.
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Método

z—1
Eul =14+T =
uler z +1s S T
1 z—1
uler en atraso z 1= 7Ts s T
1
Tustin z=—"1 S:f 0

Tabla 4: Métodos de discretizacién por aproximacién lineal de z = ™

1. Método de Euler.

La funcién exponencial e’” puede escribirse como un desarrollo en serie
de Taylor alrededor de s =0,

Ts_ 14 Ts+ S(Ts) + ilaieST (15.15)
e’ = s+ =(Ts cee = —— s .
2 — il Js" ls=0
Quedéndose con el término de primer orden en s
el ~1+Ts (15.16)

se obtiene el método de Euler

1517

Por lo tanto dado G(s) puede calcularse Gp(z) substiuyendo s por la
relacién 15.17, e imponiendo la restricciéon de ganacia a bajas frecuencias:

-1 (15.18)

Gp(z) = po— (15.19)
Y la ecuacién en diferencias equivalente es
y(k+1) —y(k) = Tu(k) (15.20)

con la condicién inicial [y(0)].
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2. Método de Euler en atraso.

La funcién exponencial e*7 puede escribirse como

1 1
els = = (15.21)

-Ts — 1
1—Ts+§(Ts)2—...

El método de Euler en atraso consiste en hacer

1 (15.22)
z= .
1-Ts
De aqui que
Gp(z)=G(s)| ,_1 (15.23)
T T
La funcién de transferencia discretizada de 15.13 es
Tz
Gp(z) = po— (15.24)
Y la ecuacién en diferencias equivalente es
ylk+1) —y(k) =Tu(k +1) (15.25)
con la condicién inicial [y(0), u(0)].
3. Método de Tustin o transformacién bilineal.
La funcién exponencial e*” puede escribirse como
Ts 1
9 1+ =Ts+...
fTs= S 2 (15.26)
Ts Loy
S 5 e

El método de Tustin o de la transformacién bilineal consiste en hacer

1
1+ -=-Ts
=—2— (15.27)
De aqui que
Go()=Gs)| 9. 1 (15.28)
SZT z+1
La funcién de transferencia discretizada de 15.13 es
Tz+4+1
. 15.2
Gp(e) = 5ots (15.29)
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Y la ecuacién en diferencias equivalente es
T T
ylk+1) —y(k) = iu(k +1)+ iu(kz) (15.30)

con la condicién inicial [y(0), u(0)].

Como puede verse en el ejemplo, a través de la solucién 15.14 de la ecua-
cién diferencial 15.12, al resolver las ecuaciones en diferencias equivalentes se
obtendria una aproximacién de la integral de la entrada wu(t).

15.3. Discretizacién por igualaciéon de ceros y polos

La idea de igualacién de ceros y polos para obtener una discretizacién G p(z)
de una funcién de transferencia continua G(s) es substituir cada uno de los ceros
¢y polos p de G(s) por ceros cp y polos pp en G p(z) mediante la transformacién

z =els:

pp = el (15.31a)
cp = e (15.31b)

Es necesario también tener en cuenta todos los ceros en el infinito de G(s)
cuando el orden relativo es mayor que cero, es decir el cero o ceros cuando s = co.
Esto puede hacerse incluyendo ceros en z = —1 0 en z = co. A continuacién se
explica la razén de cada una de estas posibles elecciones.

Por ultimo debe imponerse la restriccién de ganancia a bajas frecuencias
dada por 15.1.

Supongamos que
1
G(s) = 15.32
() = —~ (15.32)
entonces obtenemos dos posibles discretizaciones, segtin que se escoja una u otra

forma de igualar el cero en el infinito:

(1—e9T)(z+1)
2a(z — e—oT)
1—eoT

Gp(z) = (cp=-1) (15.33a)

Gp(z) = (cp = 0) (15.33Db)

Puede observarse que mediante la primera discretizacion obtenida haciendo
z = —1 en los ceros del infinito siempre se obtiene una funcién de transferencia
G p(z) de orden relativo nulo. Sin embargo haciendo z = oo se conserva el orden
relativo de G(s).

15.3.1. Ceros en el infinito con z = —1
Como se comenté en la Seccién 12, la relacién z = T es periédica (ver

relacién 12.7) por lo que puede hacerse el siguiente razonamiento.
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Mientras que s = 0+ joo es el médximo valor de frecuencia del caso continuo,

el maximo valor para el caso discreto serd w = T debido a la periodicidad.

Teniendo en cuenta este hecho puede hacerse la igualacién de polos en el infinito
2n+1 )

con s = %, por lo que z = /"1™ = _1 donde n € Z.

15.3.2. Ceros en el infinito con z = 0o

Para explicar por qué puede ser conveniente transformar los ceros en el infi-
nito continuos por ceros en z = oo analizaremos las dos formas de discretizacion
del ejemplo anterior dadas por 15.33a y15.33b.

La ecuacion diferencial cuya funcion de transferencia viene dada por 15.32
es

Y(t) + ay(t) = u(t) (15.34)

Las ecuaciones en diferencias cuya funcién de transferencia vienen dadas por
15.33a y 15.33b son respectivamente

y(k+1) — e Ty(k) = # (u(k +1) +u(k)) (15.35a)
y(k+1) — e Ty(k) = %mk) (15.35b)

El hecho de que aparezca el término de entrada en u(k + 1) en la ecua-
cién 15.35a es problematico ya que exige que el sistema tenga una respuesta
instantdnea para poder conocer y(k + 1).

En la practica de los sistemas de control digital esto no puede ocurrir, ya
que el célculo o computo de y(k+ 1) necesita un tiempo que puede ser tan largo
como un periodo de muestreo (en realidad se calcula y(k) con las ecuaciones en
diferencias expresadas en la forma programable o en atraso como se explica en la
Seccién 7[1]). Si este fuese el caso conviene utilizar esta forma de discretizacién
de los ceros en el infinito. Si por el contrario, se supone que el tiempo de calculo
de y(k+1) es muy pequeno en relacién al periodo de muestreo, puede utilizarse
la discretizacion z = —1 de los ceros en el infinito.
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