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29. Estructuras de control realimentado: intro-
duccion

En las siguientes secciones abordamos conjuntamente los problemas de su-
presién de la senal de perturbacién de entrada w(t) y de seguimiento de un
conjunto de senales de referencia r(t). Para ello introducimos los Sistemas de
Control Realimentado de dos grados de libertad, en el sentido que se explica en
el Apéndice L.

Se verd también un ejemplo de diseno de controladores en el que se imponen
restricciones de régimen permanente y de régimen transitorio cuando el sistema
a controlar G(s) tiene una senal de perturbacién de entrada.

30. Estructuras de control realimentado

En la Figura 48 se muestra el esquema de bloques de la estructura general
del Sistema de Control Realimentado que vamos a estudiar en esta Seccién y
las siguientes. Esta estructura satisface las relaciones siguientes:

U(s) = F1(s)R(s) — Fa(s)Y (s) (30.1a)
Y(s) = (U(s) + W(s))G(s) (30.1b)

donde Fi(s) y Fs(s) representan los controladores.

| w(?)
Y

TQ»FNQ——»Cg) ) >@§y—+c@) v®)

I F2(8)

A

Figura 48: Estructura general del Sistema de Control Realimentado

En lo que sigue supondremos que el polinomio del numerador y el polinomio
del denominador de cada una de las funciones de transferencia G(s), Fi(s) y
F5(s) son coprimos, es decir que no tienen factores comunes.

Sustituyendo 30.1a en 30.1b, y despejando Y (s) se obtiene la relacién

o Fl(S)G(S)
Y = a0

G(s)

RO+ T 660

W(s) (30.2)

Denominaremos funciones de transferencia de lazo cerrado a Hy, (s) y Hyuw(s)
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donde

_ Fi(s)G(s)
Hyo(s) = § +1F2(8) &0 (30.3a)
Hyy(s) = 1+FC:80(3) (30.3b)

De esta manera se cumple el principio de superposicion de los sistemas li-
neales, es decir

Y(s) =Y. (s) + Yu(s) (30.4)
donde
_Yi(s)
H,, = R(s) (30.5a)
- Y (s)
Hy, = W(s) (30.5Db)

En la Figura 49 se muestran los esquemas de bloques que explican el principio
de superposicién. Debe prestarse atencién al hecho de que u(t) # @, (t) + @, (t),
ya que si no fuese asi Y (s) = U(s)G(s), lo cual es falso debido a la relacién
30.1b, Y(s) = (U(s) + W(s))G(s).

w® @] e
F;(s)
(a)
) [ O] IR C
F2(3)<

Figura 49: Principio de superposicién de la estructura de la Figura 48: (a) Con
r(t) =0 (b) Con w(t) =0

No obstante es posible aplicar el principio de superposicién a la senal de
control U(s) de tal manera que

U(s) = Up(s) + Uy (s) (30.6)
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Utilizando la relacién 30.1b, Y(s) = (U(s) + W(s))G(s), se cumplird que

Y. (s) = U.(s)G(s) (30.7a)
Y (s) = (Uw(s) + W(s))G(s) (30.7b)

Sustituyendo las expresiones 30.3 y despejando U,.(s) y U,/(s) se obtienen las
funciones transferencia de lazo cerrado de las senales de control

_Ui(s) Fi(s)
i) = 305 =TT R6)GH) (3082)
Ho(s) = Jel8) _ __ FR(5)G(s) (30.8b)

W(s) 1+ Fy(s)G(s)

Por otro lado podemos observar que se cumple la siguiente relacion entre las
funciones de transferencia de lazo cerrado,

Hy(s) = F1(s)Hyw(s) (30.9)

Diremos que el Sistema de Control Realimentado dado por las relaciones
O es de dos grados de libertad si Hy,(s) y Hyw(s) son funciones de transfe-
rencia independientes, en el sentido de que puedan ser sintonizadas de manera
independiente.

En el Apéndice L se demuestra que F5(s) es una funcién de transferencia de
un grado de libertad, por lo que si Fj (s) es también una funcién de transferencia
de un grado de libertad pero independiente de Fy(s), entonces el Sistema de
Control Realimentado serd de dos grados de libertad. Esto es asi porque Hy,,($)
solo depende de Fy(s), mientras que Hy,(s) depende de Fi(s) y de Fa(s). Si
Fi(s) y F(s) no son independientes tampoco lo seran Hy,(s) v Hyw(5).

Si el Sistema de Control Realimentado es de dos grados de libertad seré po-
sible obtener funciones de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) vy Hyw(s) que
satisfagan especificaciones de diseno independientes, y en consecuencia sea po-
sible resolver conjuntamente los problemas de régimen permanente de supresiéon
de la senal de perturbacion y de seguimiento de un conjunto de senales de refe-
rencia.

En la Figura 50 se muestran los esquemas de bloques de dos sistemas de
control realimentado de un grado de libertad obtenidos a partir de la estructura
general, imponiendo restricciones a Fi(s) y Fa(s). Se obtiene una estructura
con un controlador en el lazo directo haciendo Fi(s) = Fa(s) = G.(s), y una
estructura con un controlador en el lazo realimentado haciendo Fi(s) = 1y
F5(s) = G.(s). Esto puede comprobarse sin mas que sustituir estos valores en
la ecuacion 30.1a.
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| w(t)

r(®) % P G % o L

(a)

| w(?)
¥

r(®) ﬁ@ I I e M T

G.(s)

3

(b)

Figura 50: Estructura de Control Realimentado de un grado de libertad: (a)
Lazo Directo: Fy = Fy = G(s) (b) Lazo Realimentado: F; = 1y Fy(s) = G.(s)

Haciendo
Fi(s) = Fy(s) + F3(s) (30.10)

se obtienen las estructuras de Control Realimentado Prealimentada y Paralela
de dos grados de libertad recogidas en la Tabla 7 y en la Figura 51.
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Prealimentada

Paralela

U(s) || Fa(s)E(s)+ Fs(s)R(s) | Fi(s)E(s) + Fs(s)Y (s)
U(s) || Ger(s)E(s) + Gea(s)R(s) | Ger(s)E(s) = Gea(s)Y (s)
Fi(s) Gei(s) + Gea(s) Gei(s)

Fa(s) Gei(s) Gei(s) + Gea(s)

Tabla 7: Estructuras de Control Realimentado de dos grados de libertad

[ w(t)
r uq (t u(t t
(t) Cor(s) (t) < (t) < a(s) y(t)
U2(t)
Gez(s)
(a)
Ger(s) uz(t)
| w(?)

r(t uq (T u(t t
(t) < Gor(s) ()+ (1) < a(s) y(t)

Figura 51: Estructuras de Control Realimentado de dos grados de libertad: (a)
Estructura Paralela (b) Estructura Prealimentada

En este estudio consideraremos que los polinomios de los denominadores de
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Fi(s) y de F5(s) no son coprimos sino que satisfacen la relacién
Dp,(s) = Dp, (s) D', (s) (30.11)

donde D%, (s) es un polinomio.
2
De esta manera logramos que los polinomios caracteristicos de Hy,(s) y
Hy.,(s) sean iguales, es decir que ambas funciones de transferencia tengan los
mismos polos de lazo cerrado:

P(s) = Dp,(s)D(s) + Np,(s)N(s) (30.12)

Vamos a demostrar a continuacién que en el caso Prealimentado esto implica
que el polinomio del denominador del controlador G 2(s) sea la unidad, es decir
que G.2(s) no tenga polos:

De(s) =1 (30.13)

Puesto que en el caso Prealimentado Fy(s) = Ge1(s) entonces Dp,(s) =
D.1(s). Y como Fi(s) = Ge(s) + Gea(s) entonces Dp, (s) = De1(s)Dea(s).
Teniendo en cuenta la relacién 30.11, Dr,(s) = D, (s) D, (s),

Dp,(s) = Dc1(s)Dea(s) Dy, (s) = Dei(s) (30.14)
De aqui que
Deo(s)(s) D, (s) =1 (30.15)

Esto solo puede cumplirse si
Deo(s) = D, (s) =1 (30.16)

como queriamos demostrar.

Puede comprobarse que en el caso Paralelo la igualdad 30.11 solo conduce a
que D', (s) = Dea(s), por lo que en este caso el controlador Gez(s) puede tener,
en general, polos y ceros para que los polinomios caracteristicos de Hy,(s) y
Hy.,(s) sean iguales.

31. Ejemplo de diseno de controladores de un

sistema de control realimentado de dos gra-
dos de libertad

Consideremos el sistema de dos entradas, una de control u(t) y otra de
perturbacién w(t) que se muestra en la Figura 52:

KTH,
G(s) = pr (31.1)

donde K,, >0y p>0.

139



w(t)

u(t) K y(t)
s(s + p) ]

Figura 52: Sistema de dos entradas

Planteamos el problema del disefio de controladores que satisfagan las si-
guientes especificaciones:

1. Especificaciones de régimen permanente:

» Supresién de una seflal de perturbacién constante, w(t) = W

= Seguimiento de senales de referencia hasta la pardbola incluida: r(¢) €

A
{Ag, Art, 72152}.

2. Especificaciones de régimen transitorio. Para el caso en que K,, = 20 y
p = 9, una sobreelongacién méaxima a la entrada escalén menor que el
25% y mayor que el 5%, y un tiempo de establecimiento inferior a 0,25s
con una tolerancia v = 0,02

En esta Seccién presentaremos las soluciones posibles que satisfacen las es-
pecificaciones de régimen permanente, asi como las condiciones de estbilidad
del sistema de lazo cerrado. En la siguiente Seccidén 32 se estudia una técnica
de sintonizacién de los controladores basada en el Lugar de Raices que permite
imponer las especificaciones de régimen transitorio.

En el Apéndice M se demuestra que los controladores G.1(s) y Gea(s) més
simples de las estructuras de dos grados de libertad Prealimentada y Paralela,
definidas en la Seccién 30, que satisfacen todas las especificaciones de régimen
permanente tienen la forma recogida en la Tabla 8, donde N1 (s) es un polinomio
cualquiera tal que N.1(0) # 0. La condicién de que N.1(0) sea distinto de cero
se impone para que no se produzca una cancelacién de los ceros de G.1(s) con
el polo en el origen (polinomios del numerador y denominador coprimos).
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Prealimentada | Paralela

GCQ(S) KLS —Ki
N, N,
Gcl(s) ;(8) 15(5)

Tabla 8: Controladores més simples que satisfacen las especificaciones de régi-
men permanente para el sistema de la Figura 52, donde N1 (0) # 0

Entenderemos por “controladores simples” los de tipo PID ideal, es decir los
que tienen algun factor Proporcional, Derivativo e Integral por lo que pueden
representarse en la forma siguiente:

2
G.(s) = Kelbos” +brs i b2) (31.2)

S

donde bg,b; y by son parametros del controlador que pueden ser nulos. Por
ejemplo se obtiene un controlador PD haciendo by = 0, by, by # O.

La solucién de la Tabla 8 muestra que G.2(s) debe ser de tipo derivativo,
mientras que G, (s) puede ser un PID completo, y como minimo debe tener un
factor Integral.

En la solucién de la Tabla 8 podia haberse escogido N.i(s) = K1, lo que
realmente seria la solucién méas simple que satisface las especificaciones de régi-
men permanente, pero preferimos dejar este grado de libertad abierto con la
intencién de poder satisfacer las especificaciones de régimen transitorio. No obs-
tante serd necesario comprobar que esto puede llevarse a cabo porque de no
ser asi deberemos cambiar la anterior solucién por otra con controladores mas
complejos.

Supongamos el caso general para un controlador G.;(s) simple

Nei(s) = Ke1(bos® + bys + bo) (31.3)

En la Tabla 9 se muestran los valores de los pardmetros de control de G (s)
con K. > 0 para los controladores de tipo PI, PID ideal y PID ideal con un
cero doble.
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_ PID ideal
PI PID ideal cero doble
Ko Kp Kptp R
bo 0 ! 1
1 1
by 1 — eRY—{0} | — eR" {0}
™ ™D
1 1 o
by || —eR*t—{0} ERT—A{0} | om 4
- TDTI 71 =47p

Tabla 9: Pardmetros del controlador G.;(s) con K. > 0

Se debe cumplir que by # 0 o en caso contrario la ecuacién N.i(s) = 0
tendrfa una raiz en el origen, lo que no es posible porque se supone que N1 (s)
y D.1(s) son coprimos.

Los pardametros b; y by deben ser positivos como se comprueba al estudiar
las condiciones de estabilidad del sistema de lazo cerrado.

Siempre debe hacerse un estudio de las condiciones de estabilidad del sistema
de lazo cerrado, ya que en caso contrario ni tan siquiera se puede aplicar el
teorema del valor final.

En la Tabla 10 se recogen las condiciones de estabilidad del sistema de lazo
cerrado para las estructuras Prealimentada y Paralela. La demostracién de estas
condiciones utilizando la Tabla de Routh se encuentra en el Apéndice N.
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Prealimentado Paralelo

0< by < (p—|— Kchlbo)bl 0<by < K, Ke1by

Tabla 10: Condiciones de estabilidad con K. > 0

Puede observarse en la Tabla 10 que la estructura Paralela no admite un
controlador de tipo PI ya que by = 1.

Por ultimo conviene observar que las condiciones obtenidas para la satisfac-
cién de las especificaciones de diseno de régimen permanente se corresponden
con la aplicacion de la técnica de asignacion de ceros a la funcién de transferencia
de lazo cerrado Hy,(s). Es decir que llamando P(s) al polinomio caracteristico,

se cumple que

— Pl(s) — Pl(s) (31 4)
P(s) s34+ Pi(s) '

De esta manera la funcién de transferencia del error He,(s) = 1 — Hy,(s) que-

dara en la forma

Hyr(s)

3

P(s)

Como consecuencia al aplicar el teorema del valor final con una sefial de refe-
rencia parabdlica se cumple que e,.(0c0) — 0:

H..(s) =

(31.5)

e(00) = lim sHon(s)—= = 0 (31.6)

s—0 83

32. Técnica de diseno de controladores basada
en el Lugar de Raices

La imposicion de las especificaciones de régimen permamente como en el
estudio realizado en la Seccién 31, deja abiertas puertas para la imposicién de
las especificaciones de régimen transitorio, y por lo tanto para completar la
sintonizacién de los controladores.

En la Seccién 25 de la Parte IV [4] se vi6 una técnica basada en la iguala-
cién de polinomios caracteristicos que permitia sintonizar los controladores. En
esta Seccién definiremos una técnica basada en el Lugar de Raices. Ambas son
técnicas de asignacién de polos de lazo cerrado, es decir técnicas que parten del
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conocimiento de los polos de lazo cerrado deseados s. Y como vamos a ver a
continuacion, ambas técnicas son analiticas en el sentido de que dan lugar a un
sistema de ecuaciones no lineales cuya solucion es funcién de los pardametros de
los controladores.

En la Seccién 27 de la Parte V [5] vimos que el argumento de la funcién de
transferencia de lazo abierto G (s) debe ser un multiplo impar de 7 para que un
punto del plano complejo s € C pertenezca al Lugar de Raices.

Este hecho se definié como condicién de dngulo (relacién 27.6b de la Seccién
27 de la Parte V [5]). Para la obtencién de la ganancia K se definié la condicién
de médulo o magnitud (relacién 27.6a de la Seccién 27 de la Parte V [5]):

1
K|l=——- 32.1a
=G (52.12)
¢a(s™) = 2k + D, ke Z (32.1b)

La condicién de dngulo puede expresarse en la forma de la ecuacién 27.9 de
la Seccién 27 de la Parte V [5]:

STi = bi=k+ ) ke (32.2)
=1 =1

donde m es el nimero de ceros de lazo abierto, n el nimero de polos de lazo
abierto, ¢; es la fase de s® — p;, ¥, es la fase de s — ¢;, p; i-ésimo polo de lazo
abierto y ¢; i-ésimo cero de lazo abierto.

La técnica de asignacién de polos que describimos a continuacién consiste
en la construccion de un sistema de ecuaciones a partir de la aplicaciéon de la
condicion de dngulo del Lugar de Raices al polinomio caracteristico de la funcién
de transferencia de lazo cerrado. Lo haremos a través del ejemplo de la Seccion
31 para la estructura Prealimentada, que como se muestra en la Tabla 8 solo
requiere sintonizar el controlador G (s) del lazo directo. Este controlador puede
tener la forma de un PID

2
Ge(s) = Nds(s) _ Kalbos” +bis+by) (32.3)

S

Vimos, en el ejemplo de la Seccién 31 que el polinomio caracteristico de las
funciones de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) y Hyw(s) son iguales, y que
en el caso de la estructura Prealimentada viene dado por la relacion N.1,

P(s) = 5% + ps® + K, K1 (bos® + bys + ba) (32.4)

Para la aplicacién del Lugar de Raices conviene expresar la ecuacion carac-
teristica en la forma

1+ KG(s) =0 (32.5)
donde
K=K, K (32.6a)
~ b082 + b1s+ by
=202 TR 2.
G(s) 205+ 1) (32.6b)
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En esta Seccién partiremos de las especificaciones de régimen transitorio
enunciadas en la Seccién 31. Para ello obtendremos los polos de lazo cerrado
a partir de la hipéGtesis de que P(s) = 0 tiene dos polos complejos conjugados
dominantes y un polo real no dominante.

En la Seccién 25 de la Parte IV [4] se vié que la sobreeelongacién méxima M,
y el tiempo de establecimiento ¢, para una tolerancia ¥ = 0,02 de un sistema de
segundo orden con una entrada escalén unidad, puede expresarse en funcién de
la parte real e imaginaria del polo complejo de lazo cerrado (relaciones 25.27),
como

"

My=e wH" (32.7a)
4

ts = oH (32.7b)

Estas expresiones permiten calcular con facilidad los polos complejos de lazo
cerrado aproximados, a partir de los cuales puede iniciarse la resolucién del
problema de satisfaccion de las especificaciones de diseno de régimen transitorio.
Supongamos que t; = 0,2s por lo que o = 20. Supongamos también que para
el escalén unidad M, = 0,2 por lo que w? = 39,04.

Para ilustrar la técnica del Lugar de Raices supondremos que G.1(s) es un
PID con un cero doble, es decir que tiene la forma

K, 2+b+ﬁ +b—12
Na(s) e\ 777y ) "7

S S S

Gcl (8) =

(32.8)

De esta manera la funcién de transferencia de lazo abierto é(s) tiene la

forma
2

_ s +bis+ %1
=—= 2.
C) = 5173 (32.9)

Como vemos G (s) depende del pardmetro desconocido b;.
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by : —oH -p 0
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2¢ — ¢1 — 2¢o = (2k + 1)

Figura 53: Plano complejo s: condicién de angulo con el controlador PID de
cero doble

Utilizando la condicién de édngulo del Lugar de Raices dada por 32.2 se
obtiene la ecuacién (ver Figura 53) 2¢) — ¢1 — 2¢9 = (2k + 1)7, es decir

20— (77— tan~1 (J;”Hp)) ) (77 ~ tan~! (‘;’ZI)) = (2k+1)r (32.10)

donde st = o + jwH y 4 satisface la relacién

WH
by
oH

tan ¢ = (32.11)

2

Se ha tenido en cuenta que hay un polo doble en el origen y un cero doble en
b1
—5
Resolviendo la ecuacién 32.10 para p = 9, o =20 y w? = 39,04 se obtiene
un valor aproximado de ¢ = 0,457 radianes, y de aqui un valor aproximado de
by = 54.
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Jjw

x: polos lazo abierto
48—
o: ceros lazo abierto

[O: puntos de ruptura 0%2250,28
W: centro asintético
[Komin; Kmaz] = [0;364,52] -

24—

50,28
L, | | le | | ‘ | 8@5{& g
320 280  -—240 200 -160 —120 _ - J I, g

Figura 54: Estructura Prealimentada con un controlador G.;(s) de tipo PID
con un cero doble en ¢ = —27 para el sistema G(s) = G.1(s)G(s)

En la Figura 54 se representa el Lugar de Raices de la solucién obtenida
para el PID con un cero doble, donde puede observarse que el polo real de lazo
cerrado toma el valor aproximado p = —18,9. Esto supone que la hipétesis
de dominancia de s¥ no es totalmente correcta, por lo que cabe esperar que
la sobreelongacién maxima y el tiempo de establecimiento no coincidan con los
obtenidos bajo el supuesto de que el sistema de lazo cerrado se comportara, ante
una entrada escalén unitario, como un sistema de segundo orden.

En la Figura 54 se muestra también el valor aproximado de la ganancia
K = 50,28. De aqui que el polinomio caracteristico dado por 32.4 quede en la

forma,
P(s) = s + 59,285% 4 2715,12s + 36654,12 (32.12)

cuyas raices obtenidas con el programa Octave son

st = —20,267 + 539,3 (32.13a)
st = —20,267 — 39,3 (32.13b)
pil = —18,746 (32.13c)
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Por lo tanto el controlador G.;(s) ha sido sintonizado y tiene la forma,

2,514(s + 27)?
Go(s) = —— (s +2) (32.14)
s
K 50,28
donde 1 jia Ky = — = —— = 2,514.
onde la ganancia K1 K. 20 R5)

wit)

En el estudio de régimen permanente de la Seccién 31 vimos como debia ser
Ge2(s) en la estructura Prealimentada,

e

0.4

0.z

s=—s=0,45s (32.15)

time [=]

Figura 55: Respuesta y,.(t) al escalén unidad del PID con un cero doble

En la Figura 55 se muestra la respuesta y,(t) para una entrada escalén uni-

dad realizada con Octave. Puede verse que la sobreelongacién es aproximada-
mente del 35 %, mientras que el tiempo de establecimiento es aproximadamente
de 0,25s. Para ello se ha tenido en cuenta que al imponer las restricciones de
régimen permanente lo que se ha hecho es aplicar indirectamente una técnica
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de asignacién de ceros, de tal manera que

Ny (s) _ Pi(s)

H,.(s) = = 32.16
donde P(s) viene dado por la relacién 32.12.
Por lo tanto
59,2852 + 2715,12s + 36654,12
Hy,(s) = B T2 ’ (32.17)

$3 1 59,2852 + 2715,125 + 36654,12

Por otro lado la funcién de transferencia de lazo cerrado Hy,,(s) tiene la
forma

G(s) Kp,s
H = = 2.1
yl() 14+ Ga(s)G(s)  P(s) (82.18)
P O
P I S U AP UEPSDEPRS DS PRRPSIRPIRDPR DEPRS
, | I |
o 0.1 0.z 0.z

time [=]

Figura 56: Respuesta y,,(t) con una perturbacién constante unidad del PID con
un cero doble

En la Figura 56 se muestra la respuesta ¥, (t) a una perturbacién constante
unidad realizada con Octave.

La respuesta del sistema de control Prealimentado a una entrada de refe-
rencia escalén r(t) = Agro(t) y una perturbacién w(t) = Wrg(t) serd y(t) =
Aoyr(t) + Wy, (t). Podemos observar que el efecto debido a la perturbacién es
practicamente despreciable frente a y,.(t), aunque obviamente depende de W.
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El método de estudio para el caso en que se hubiese escogido un controlador
G.1(s) de tipo PI es idéntico al anterior. Ahora

Kcl (3 + b2)
S

Gei(s) = (32.19)

y la ecuacién del Lugar de Raices es

) — <7r — tan™! (0;’};))) —2 (7r — tan™! (‘:i)) — (2k+1)m  (32.20)

donde st = o + jwH v 4 satisface la relacién

wl

tany = ———
w bQ—UH

(32.21)
Resolviendo esta ecuacién se obtiene un valor de ¥ =~ 0,897 radianes, y de
aqui que by = —88,3, por lo que el cero del controlador es inestable en el sentido
de Hurwitz. En la Figura 57 se muestra el Lugar de Raices para este controlador.
Puede observarse que el sistema de lazo cerrado serd inestable ya que tiene
polos reales de lazo cerrado positivos. Como consecuencia, con la eleccion del
controlador PI no es posible resolver el problema de diseno para este ejemplo.
Esto no significa que no pueda encontrarse un controlador de tipo PI para otras
funciones de transferencia y otras especificaciones de diseno.
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Jw

x: polos lazo abierto
o: ceros lazo abierto
0: puntos de ruptura
W: centro asintético

[Kmin; Kmaz] = [0;1,3031e + 05]

hiap) | KE84357
T8 16 24 \3?(3103(%%()3"' 64 72 %0 o

5: —41)

= 2p

—400 —

Figura 57: Estructura Prealimentada con un controlador G.1(s) de tipo PI

32.1. Estudio de las senales de control u,(t) y u,(t)

En la Seccién 30 vimos que las funciones de transferencia de la senal de
control u(t) del Sistema de Control Realimentado de dos grados de libertad
sigue las relaciones

Ur(s) Fi(s)
Huls) = B8 = T RGIGH) (32.22a)
Uu(s) _ F(s)G(s)
Huw($) = 3 = T TE Re)1GE) (32.22b)
Se cumple que
U(s) = Up(s) + Uy(s) (32.23)

Como consecuencia la entrada al sistema G(s) serd U(s) + W(s).
Siguiendo con la estrucutura Prealimentada y el controlador PID con un
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cero doble del ejemplo, podemos ver que

Hyr(s) = HGyES) = ‘w (32.24a)
How(s) = 3255(;;9) 1= szp;(gl(s) (32.24b)
donde P(s) = s3 + Pi(s),
Py(s) = 59,285% + 2715,12s + 36654,12 (32.25a)
P(s) = s +59,285% 4+ 2715,12s + 36654,12 (32.25b)
Por comodidad escribiremos P (s) en la forma
Pyi(s) = as® +bs +c (32.26)

Podemos observar que debido a que los controladores G1(s) y Gea(s) no
son causales, tampoco lo es H,,. Sin embargo puede estudiarse la respuesta al
escalén unidad de la siguiente manera:

Hur(s) _ Pi(s)(s +p)

Un(s) = == = K, P(S) (32.27)

La sefial U,(s) tiene el mismo nimero de ceros que de polos por lo que
presenta una respuesta impulsiva, es decir una delta de Dirac, que podemos

extraer,
d182 + dQS =+ dg

() =d 2.2
U (s) = do + (32.29)
donde
do = Kim = 2,964 (32.29a)
dy = %p_“) = —13,274 (32.29b)
gy = P =) yg034 (32.29¢)
K,
dy = =V _go1a (32.29d)
K,
Por lo tanto g d p
_ + das + d3
H(t) = dod(t Ly TS T 2.
wlt) = dodt) + £ { A (3230

En las Figuras 58 y 59 se muestran las respuestas a la entrada escalén de
up(t) — dopd(t) y de u,(t) respectivamente.
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20

1} 0.1 0.2 0.3

Figura 58: Senal de control u,(t) — dpd(t)
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Figura 59: Senal de control u,,(t)

La componente impulsiva se debe a que aparecen factores derivativos, es
decir en s, en los controladores G.1(s) v Gea(s). La derivada de un escalén es
una delta de Dirac. Por lo tanto debe cumplirse que

K+
dy = Kot + Kop = —F (32.31)
Ky,

La componente impulsiva puede hacerse desaparecer si se disenan controla-
dores causales. Para ello seria suficiente con anadir un polo muy elevado a los
factores derivativos de G¢1(s) y Gea(s). Por ejemplo, las relaciones 32.14 y 32.15
pueden ser sustituidas por las siguientes:

Ko(s+b1)? 2,514(s + 27)?

Gu(s) = , =T el 32.32
1(s) s(ezs+1) s(ezs+1) ( 2)
p
—s
K. 0,45s
¢ — m = 2. 2b
Geals) €25 +1 €25+ 1 (32.32b)

donde €1, €2 son suficientemente bajos.
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32.2. Estudio con un PID ideal con ceros reales
Supongamos que G.1(s) es un PID con ceros distintos y reales,

Na(s) _ Ke (8 +bis+b)  (ste)(s+c)
S S S

Gei(s) =

(32.33)

De esta manera la funcién de transferencia de lazo abierto é(s) tiene la

forma
~ %2 4+ bys + by

o) = sty (32.34)

Como vemos é(s) depende de los pardmetros desconocidos by y bs.

Jw
jwH

|
|
|
|
|
|
|

b1 Po
|

V1 Y2 I \
T

o
—c1 —c2 | —oH -p 0
|
|
|
|
|
|
|
| _j‘-"H

P1+1p2 — ¢1 — 2¢0 = 2k + )
Figura 60: Plano complejo s: condiciéon de angulo con el controlador PID

Utilizando la condicién de angulo del Lugar de Raices dada por 32.2 se
obtiene la ecuacién (ver Figura 60) 11 + ¥a — ¢1 — 2¢0 = (2k + 1)7, es decir

1+t — <7r — tan™! (0;H p)) ) (71' — tan™" (if;)) = (2k+1)r (32.35)

donde s¥ = o + jwH y 41,1 satisfacen las relaciones

wH
tan ¢1 = m (3236&)
wH
t L 32.36b
an s p——1 ( )
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Teniendo en cuenta la féormula de la tangente de la suma se obtiene una
ecuacién cuadrética entre c; y co que representa una conica,

tan; + tanis wh (e) 4 c3 — 20H1)
t = = 32.37
an(¢1 +w2) 1—1]8111[}1 taan (Cl —O'H)(CQ—O'H)—(UJH)Q ( )
Haciendo la transformacién siguiente se facilitan los célculos,
c1 = (r +1)of (32.38a)
c1 = (ry +1)o’ (32.38b)
H ot
= 32.38
f wH ( c)
Entonces -
tan (Y1 +1h2) = 1721 (32.39)
TlTQfH — f7H
que podemos escribir en la forma
tan +
r1+ 1y — rira f7 tan (1 + o) + M =0 (32.40)

Resolviendo la ecuacién 32.37 para p =9, o =20 y w = 39,04 se obtiene
un valor aproximado para la suma de ¥ y s,

1 + 1y = 0,897 (32.41)
Por lo tanto la ecuacion 32.40 queda en la forma,
r1 +ro + 0,185r11r5 — 0,702 =0 (32.42)

Podemos comprobar que cuando r; = ro = r se obtiene la soluciéon del PID
con un cero doble: r = 0,34 por lo que ¢; = co = 1,340 = 26,8.
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(0.34,0.34)

0.8

Figura 61: Curva r; — ro dada por 32.42

En la Figura 61 se muestra la curva hiperbdlica r; — r5, lo que significa que
al aumentar r; disminuye 7o y viceversa. Ademéds es aproximadamente la recta
r1 + ro = 0,702.

Esto significa que probablemente la mejor solucién al problema de disenio
sea la del PID con un cero doble, al menos si se mira desde el punto de vista del
polo real de lazo cerrado p. Cuanto més se acerque un cero del controlador a
o menos validez tendré la hipétesis de dominancia de s frente a p. Esto es
asf porque, debido a que o > p entonces los ceros de lazo abierto deberan caer
a la iquierda del polo —p en el plano complejo s, por lo que siempre existird una
rama del Lugar de Raices que sea real y vaya del polo de lazo abierto —p al cero
mas cercano de lazo abierto —cy o —cs.

Una conclusién que debe sacarse es que la hipétesis de dominancia de s
frente a p es deficiente cuando o7 > p y los ceros del controlador son reales.

Por tltimo debe tenerse en cuenta que los ceros del controlador PID no
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tienen por qué ser reales, sino que pueden ser complejos conjugados. Si se traza
el Lugar de Raices puede observarse que las posibilidades de resolver el problema
de diseno aumentan considerablemente, ya que la rama real del Lugar de Raices
se extiende desde el polo de lazo abierto —p hasta el cero de lazo abierto en —oo.
Y en consecuencia serd mas sencillo que sea vélida la hipétesis de dominancia
del s frente a p'. Esta posibilidad no existe ni con el PID con un cero doble,
ni con un PID de ceros distintos pero reales.

32.3. Estudio con un PID ideal con ceros complejos con-
jugados

Dedicaremos esta Subseccién a estudiar el caso en que el controlador G (s)
es un PID con ceros complejos conjugados. Se obtendra la repuesta al escalén
de y,-(t). Dejamos como ejercicio obtener las respuestas y,, (t) para una senal de
perturbacién constante, asi como las de las sefiales de control u,.(t) y ., (t).

La idea en esta Subseccién es plantear una metodologia de diseno basada en
la técnica del Lugar de Raices explicada en la Seccién 32.

Utilizando la condiciéon de angulo del Lugar de Raices dada por 32.2 se
obtiene la ecuacién (ver Figura 62) 11 + ¥a — ¢1 — 2¢0 = (2k + 1)7, es decir

21 — Y] + 1ho — (ﬂ'—tanl (U;Iip)> -2 (W—tanl (ZLI)) =(2k+ )7

(32.43)
donde s = o™ + jwf, ¢; = 0 + jwe, ¢2 = —0c — jwe, 1 = 2T — Y] y P2
satisfacen las relaciones

_H
fan g = “c 2 (32.44a)
Oc— 0O
We + wh
t == = 32.44b
an s p—— ( )
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—Jjwe

Y1+ P2 — 1 — 2¢0 = 2k + )7

Figura 62: Plano complejo s: condicién de angulo con el controlador PID de
ceros complejos conjugados

Teniendo en cuenta la férmula de la tangente de la diferencia se obtiene una
ecuacion cuadratica entre o, y w,. que representa una cénica,

tan e — tan ) 2w (0. — o'
" — ) = = 32.45
an (Y2 — 1) 1+ tane)tants (0. — oH)2 4+ (w2 — (wH)?) ( )
Haciendo la transformacién siguiente se facilitan los célculos,
oc=(r1 + 1)’ (32.46a)
w2 = (rg +1)(wf)? (32.46b)
w_ o
Entonces
’ 27“1
tan (Yo —¥)) = ——— (32.47)
rifl+
f
que podemos escribir en la forma
t _ !
2ry — riff tan (Yo —¥)) — TQM =0 (32.48)

fH

En los Apéndices H y I de la Parte IV [4] se demuestran las siguientes férmu-
las para la sobreelongacién méxima M, (H.7) y el tiempo de establecimiento
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ts (1.3) de los sistemas de segundo orden que responden a la primera forma
candnica,

. C>ﬂ
M,=¢ (vl - ¢ (32.49a)

&
t Nln(y 1—C2>

s e (32.49b)

Resolveremos el ejemplo aplicando la hipétesis de que el sistema de lazo
cerrado tiene dos polos dominantes complejos conjugados, s = —cf + jw!
y su conjugado. Supondremos también que estos polos responden a la primera
candnica de un sistema de segundo orden, por lo que iniciaremos el diseno del
sistema de control realimentado con la estructura Prealimentada con valores de
st obtenidos con las expresiones 32.49a y 32.49b, para una tolerancia v del 2 %,
M,=02yt;=0,2s.

La féormulas 32.49 pueden escribirse en la forma

(&)
(%)=
M,=e¢ \“ (32.50a)
(2
n
vwH
tom — g (32.50D)
Por lo tanto
o In M
T = P (32.51a)
(55
n
H
wh = % (32.51b)

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene el polo complejo de lazo cerrado s =
—16,216 + 531,653.

Resolviendo ahora la ecuacién 32.45 de la condicién de angulo del Lugar de
Raices para p =9, o = 16,216 y w™ = 31,653 se obtiene un valor aproximado
para la diferencia de 15 y 9],

Vg — ) = 0,87275m (32.52)
Por lo tanto la ecuacion 32.48 queda en la forma,

2r1 + 0,2164677 + 0,82478ry = 0 (32.53)
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05 | r =0.11
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Ceros Complejos

Ceros Reales

Figura 63: Cénica r1 —r2 del PID

En la Figura 63 se muestra la curva cénica dada por 32.53, en la que se ha
representado la regién de estabilidad del sistema de lazo cerrado asi como las
regiones en que los ceros del PID son reales o complejos conjugados. Para ello se
ha tenido en cuenta la Tabla 10 de las condiciones de estabilidad y el hecho de
que cuando 72 +1 < 0 se obtiene un valor negativo de w? dado por 32.46¢, lo que
indica que los ceros del PID seran reales con la forma ¢y = —o.—+/—(r2 + 1)wH
y e2 = —0c++/—(r2 + 1w,

La Figura 63 solo muestra valores de r; € [—1, 1] de tal manera que o, > 0
garantizando que los ceros del PID complejos conjugados sean estables en el
sentido de Hurwitz.

Para el calculo de la regiéon de estabilidad del sistema de lazo cerrado se
ha tenido en cuenta, como se ha dicho, la Tabla 10, con by = 1. Para ello se
ha calculado el valor de la ganancia K = K, K utilizando la condicién de
magnitud del Lugar de Raices, 1 + KG(sf1) = 0.
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Mpa ts

0,402 |
0,302 |—

0,202 —

0,102 — /

0,002
1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l ,r,
0,005 ‘ 0,105 0,205 0,305 0,405 0,505 0,605 0,705 1

M, :(0/11,0.195)

Figura 64: M, y t, en la regién estable de la respuesta al escalén y, (¢)

Para la eleccién del valor de r1 y por lo tanto de 79 se ha simulado la respuesta
al escalén del sistema de control realimentado de dos grados de libertad con la
estructura Prealimentada para valores de 71 en la region de estabilidad. En la
Figura 64 se muestran las curvas de la sobreelongaciéon méxima M,, y del tiempo
de establecimiento ts para esta situacién.
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1,250
(0.032,1.19432)
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Figura 65: Respuesta y,(t) a la sefial de referencia escalén unidad con r; = 0,11

Finalmente se ha elegido r; = 0,11 obteniendo valores M, = 0,1948 y t, =
0,156. En la Figura 65 se muestra la respuesta al escalén de la salida y,.(t), y
en la Figura 66 el Lugar de Raices en el que se aprecia que el polo real de lazo
cerrado p no es dominante, por lo que la hipétesis de dominancia de los polos
de lazo cerrado complejos conjugados es suficientemente acertada. Hay que tener
en cuenta, no obstante, que las expresiones de M), y ¢, que iniciaron el diseno se
corresponden con un sistema de segundo orden expresado en la primera forma
canonica, por lo que tampoco se tuvo en cuenta que los polos de lazo cerrado
dominantes también responden a la segunda forma canoénica, como se explica en
la Seccién 22 de la Parte IV [4]. Esto es asi porque Hy,(s) tiene una componente
derivativa.
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x: polos lazo abierto

o: ceros lazo abierto

[O: puntos de ruptura

W: centro asintético
[Kmin; Kmaz] = [0; 154,56]

| pK=1L24 | |
—140 ~ —1‘20(_1—11%8:0780 —60 —40

Figura 66: Lugar de Raices con un PID de ceros complejos
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K. Lema de los polinomios coprimos o identidad
de Bézout

La identidad de Bézout se refiere a niimeros enteros, y dice que dados dos
numeros enteros cualesquiera a y b cuyo maximo comun divisor es d, entonces
existen dos nimeros enteros x e y coprimos (no tienen factores comunes), tales
que ax + by = d. Si a y b son nimeros primos entonces d = 1.

El siguiente Lema es una generalizacion de esta identidad para polinomios.

Lema de los polinomios coprimos: Se cumple que los polinomios N(s)
y D(s) de grados m y m > m respectivamente son coprimos sii existen los
polinomios coprimos A(s) y B(s) de grados ng < n'y mp < m respectivamente
tales que

A(s)N(s)+ B(s)D(s) =1 (K.1)

También se cumple que si N(s) y D(s) son polinomios coprimos, entonces los
polinomios A(s) y B(s) son unicos.

Por ejemplo, como D(s) = s2+3s+2 = (s+1)(s+2) y N(s) = s+ 1 no son
coprimos, no se puede encontrar ningin polinomio A(s) y B(s) que cumpla la
identidad de Bézout, ya que siempre se cumple que (s+1)(A(s)+ (s+2)B(s)) #
1.

Pero si D(s) = 52 +35+2= (s +1)(s+2) y N(s) = s + 4, escogiendo los
polinomios genéricos A(s) y B(s) de grados ny < n y ng < m entonces

B(s)=c¢ (K.2a)
A(s)=as+b (K.2Db)
1=A(s)(s+4)+ B(s)(s>+3s+2) = (a+ ¢)s® + (4a + b+ 3¢)s + (4b+ 2¢)
(K.2c)
Obtenemos un sistema de ecuaciones lineales
a+c=0 (K.3a)
4da+b+3c=0 (K.3b)
4b+2c=1 (K.3¢)
cuya solucién es unica y dada por
b L (K4)
c=b=—-a= = .
6

El Lema nos asegura que los polinomios N(s) y D(s) son coprimos, ya que
A(s)N(s) + B(s)D(s) = 1, para los polinomios

A(s) = 7%5 + % (K.5a)
B(s) = = (K.5Db)

También ha quedado demostrado en este ejemplo que A(s) y B(s) son tnicos.
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L. Estructuras de un grado de libertad

Consideremos un sistema realimentado de un tnico controlador de funcién
de transferencia G.(s),
N.(s)
D.(s)
donde los polinomios N.(s) y D.(s) son coprimos y de grados m. y n. respec-

tivamente.
Consideremos el sistema a controlar de funcién de transferencia G(s),

G.(s) = (L.1)

N(s)

“) = Bs)

(L.2)

donde los polinomios N(s) y D(s) son coprimos y de grados m y n > m respec-
tivamente.

Sean A(s) y B(s) los polinomios de Bézout de N(s) y D(s) del Lema de
polinomios coprimos enunciado en el Apéndice K, es decir

A(s)N(s)+ B(s)D(s) =1 (L.3)

Independientemente de qué estructura de control se tenga (el controlador en el
lazo directo o en el lazo realimentado), el polinomio caracteristico P(s) tiene la
forma

P(s) = D.(s)D(s) + N.(s)N(s) (L.4)
Multipliquemos la identidad de Bézout por P(s),

P(s) = P(s)A(s)N(s) + P(s)B(s)D(s) (L.5)
Restando ambas expresiones,
0= (P(s)A(s) = No(s))N(s) + (P(s)B(s) — Do(s))D(s)  (L.6)
Como consecuencia se cumplird que para cualquier polinomio Q(s),

P(s)A(s) = Nu(s) = Q(s)D(s) (L.7a)
P(s)B(s) — Du(s) = —Q(s)N(s) (L.7b)

De aqui se deduce que

—Q(s)D(s) (L.8a)
De(s) = P(s)B(s) + Q5N (s) (L.5h)

La funcién de transferencia del controlador podra expresarse en funcién de P(s)
y de Q(s) como

G = A0 =MD o)
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donde
Q(s)

M(s) = P0s)

(L.10)

Si consideramos que el polinomio caracteristico P(s) es conocido (y estable en el
sentido de Hurwitz), y puesto que también son conocidos los polinomios N (s) y
D(s), y A(s) y B(s) son polinomios tinicos que se pueden obtener resolviendo la
identidad de Bézout, la funcién de transferencia del controlador dependerd ex-
clusivamente del polinomio Q(s). El polinomio Q(s) puede ser cualquiera. Este
es el sentido que daremos al concepto de grado de libertad de una funcién de
transferencia.

Podemos ver que las funciones de transferencia de lazo cerrado Hy,(s) y
Hy,(s) son de un grado de libertad dependientes del mismo polinomio Q(s).
En este sentido diremos que la estructura del sistema de control realimentado
es de un grado de libertad.

Si el controlador esta situado en el lazo directo,

N.(s)N(s)

Hy(s) = W = (A(s) — M(s)D(s))N(s) (L.11a)
Hyu(s) = Dc(ljg(s) — (B(s) + M(s)N(s))N(s) (L.11b)

y si el controlador estd situado en el lazo realimentado

Hyr(s) = PGS = (B(5) + MONGNG) (L2
Hyu(s) = Dc(ljg(s) — (B(s) + M(s)N(s))N(s) (L.12b)

Puesto que H., = 1 — Hy,, entonces la funcién de transferencia del error
también serd de un grado de libertad.

Ademds, por la eleccién que se ha hecho de P(s) todas las funciones de trans-
ferencia de lazo cerrado seran estables y en consecuencia el sistema realimentado
serd estable para cualquier polinomio Q(s) que se escoja.

M. Demostracion de la solucién dada en la Ta-
bla 8 para el ejemplo de la Seccién 31: G(s) =

s(s+p)

Para demostrar la solucién de la Tabla 8 es suficiente con utilizar el teorema
del valor final imponiendo las especificaciones de diseno de régimen permanente,
ademas del criterio de que los controladores sean simples en el sentido enunciado
en la Seccion 31.
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= Supresién de la sefial de perturbacién constante, w(t) = W.

Admitiendo que y,,(t) es una senal estable, puede utilizarse el teorema del

valor final,
Yuw(00) = lirr(1) sHyq, (s)W (s) (M.1)
S—>

donde Hy,(s) viene dado por la expresién 30.3b.

La resolucién del problema de supresién de w(t) constante supone analizar
las condiciones bajo las cuales se satisface la relacién

0= lim Hyy(s) = 1 Ko Dy (5) (M.2)
s—

im
s—0 S(S + p)DF2 (S) + KmNF2 (S)

donde Np,(s) y Dp,(s) son los polinomios del numerador y denominador
de Fy(s) dado en la Tabla 7 segiin que la estructura sea Prealimentada o
Paralela.

Para la estructura Prealimentada la relacién M.2 puede escribirse como

Kchl(S) D (S)

0= li = lim ——~% M.3
o G 2D () + KnNa(s) B Nas) MY
Como consecuencia se deberda cumplir que
D.1(s) = sD.y(s) (M.4a)
Nt (0) #0 (M.4b)

donde D, (s) es un polinomio cualquiera.
Eligiendo el controlador més simple se debera cumplir que D, (s) = 1.

Para la estructura Paralela la relaciéon M.2 puede escribirse como

0= lim Kchl (S)DCQ(S)
s—0 S(S + p)Dcl(S)ch(s) + Km(Ncl(S)DCQ(S) + NCQ(S)Dcl (5))
— lim Dcl(S)ch(S)
s—0 Ncl(s)ch(S) + NCQ(S)Dcl (S)
(M.5)
Para esta estructura se pueden dar dos soluciones:
a)

D.1(s) = sD.(s) (M.6a)
Nc1(0) #0 (M.6D)

donde D/, (s) es un polinomio cualquiera.

Eligiendo el controlador més simple se deberd cumplir que D’ (s) =
1.
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Deo(s) = sDly(s) (M.7a)
Ne2(0) # 0 (M.7b)

donde D’,(s) es un polinomio cualquiera.

Eligiendo el controlador més simple se deberd cumplir que D/, (s) =
1.

— / _ /
Debe observarse que el caso D¢i(s) = sD.;(s) y Dea(s) = sDly(s) no
puede darse ya que esto supone que los polinomios del numerador y deno-
minador de H,,,(s) no sean coprimos como estamos imponiendo, sino que
tendrian el factor comun s.
Veremos a continuacion que al resolver el problema de seguimiento, las dos

soluciones posibles anteriores se reducen a una, la a) con las condiciones
M.6.

Seguimiento de sefiales de referencia hasta la pardbola incluida: r(t) €
A
{Ao, Aut, 71},

Admitiendo que e, (t) = r(t) — y-(t) es una senal estable, puede utilizarse
el teorema del valor final,

er(00) = lim s(1 — Hy,(s))R(s) (M.8)

s—0

donde Hy,(s) viene dado por la expresion 30.3a.

Debe observarse que lo que debe imponerse es que e(co) — 0, pero como
e(t) = r(t) —y(t) = r(t) — (yr(t) + yu(t)) = e (t) = yu(t), y ya se han
impuesto las condiciones para que y,,(c0) — 0, entonces es suficiente con
estudiar e, (t).

La resolucién del problema de seguimiento de r(¢) supone analizar las
condiciones bajo las cuales se satisface la relacién

L1 s+ )+ (Ba(s) — Fu()Ka,
0—213(1) 82(1 Hy,(s)) _gﬁo 52 s(s +p) + KmFa(s)

(M.9)

donde Fi(s) y Fz(s) vienen dados en la Tabla 7 segiin que la estructura
sea Prealimentada o Paralela.

Para la estructura Prealimentada la relacién M.9 puede escribirse como

0 = lim iDCl(s)(s(s +p) - NCZ(S)Km)
50 82 5(s 4+ p)De1(s) + K Nei(s)

(M.10)
_ i 1 Dea(s)(s® + s(p — Nip(s) Kim))
s—0 2 KmNcl(S)

donde se ha tenido en cuenta que D.y = 1.
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Teniendo en cuenta la condicién obtenida al resolver el problema de su-
presién de la perturbacién M.4a D.(s) = sD’;(s) = 1, concluimos que
las condiciones para que se satisfaga la igualdad M.10 son

p— Né2(3)Km =0 (Mlla)
Ne1(0) #0 (M.11b)

Eligiendo el controlador G.2 mds simple se obtiene la solucién N'y(s) =

K 2bg, por lo que Kby = KL

Para la estructura Paralela la relaciéon M.9 puede escribirse como

_ 1 De1(s)(5(s 4+ p)Dea(s) + Nea(s) Kim)
0= lim -
50 82 8(s + p)De1(8)Dea(8) + K (Ne1(8)Dea(s) + Nea(s)Dei1(s))
(M.12)
Teniendo en cuenta las condiciones obtenidas al resolver el problema de
supresién de la perturbacién a) y b), deberd cumplirse que D1 (0)D.2(0) =
0, por lo que la igualdad M.12 queda en la forma

0 — Jiy L De1(8)(s(s + p) Dea(s) + Nea(s) Kim)
5=0 52 K (Ney (S)Dc2(3) + Nc2(5)Dcl(5))

(M.13)

La condicién b) supone que D.o(s) = sD.,(s), por lo que M.13 queda en
la forma LD N X
0= lim — cl(s) 02(8) m _
s—0 g2 KmNCQ(S)Dcl(S)

Como consecuencia esta soluciéon no puede darse, como ya se anticipd an-
teriormente.

(M.14)

La condicién a) supone que D.1(s) = sD.;(s) y D2(0) # 0, por lo que
M.13 queda en la forma

1D (s)(s(s + p)Dea(s) + Nea(s)Kim)

0= llg(l) s K Ne1(8)Dea(s)
(M.15)
o DL s+ Na()Kn))
s—0 S K, Ng(s)

donde se ha impuesto que D (s) = 1 aplicando el criterio de que G2(s)
sea un controlador simple.

Como consecuencia se deberda cumplir que

D1 (s) = sD.y(s) (M.16a)
4 Ny(8) Ko = 0 (M.16b)
Ne1(0) #0 (M.16¢)

donde D/;(s) es un polinomio cualquiera.
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Eligiendo el controlador G.2 mds simple se obtiene la solucién N'y(s) =

Koobg, por lo que Kooby = —KL, y eligiendo el controlador G.; mas
m
simple se obtiene D/, (s) = 1.

Resumiendo todo este andlisis ha quedado demostrada la solucién dada en
la Tabla 8.

N. Demostracion de las condiciones de estabili-
dad dadas en la Tabla 10 para el ejemplo de

la Seccidn 31: G(s) = %
s(s+p

Los polinomios caracteristicos de las estructuras Prealimentada y Paralela
del ejemplo de la Seccién 31 tienen la forma recogida en la Tabla 11.

Prealimentado Paralelo

P(s) = 83+ ps? + K;uNea(s) | P(s) = 83+ K,y Nei(s)

Tabla 11: Polinomios caracteristicos

Para hacer simultdneamente el estudio para las estructuras Prealimentada y
Paralela introduciremos un pardmetro o € {0, 1} de tal manera que el polinomio
caracteristico tenga la formas:

P(s) = s* + aps® + K, Ke1(bos® + bys + ba) (N.1)

donde o = 1 es el caso Prealimentado y o = 0 el caso Paralelo.
La Tabla de Routh para ambos casos sera:

s3 1 Ko Kby
52 ap + KchlbO Kchle (N 2)
st T '
50 K, K. 1bo
donde
K, Kaby)by — b b
x=K,Ka (ap + 1bo)br = b =KnKa(by — 2 ) (N.3)

ap + K, K.1bg ap + Ky Ke1bo

Las condiciones de estabilidad se deducen imponiendo que no haya cambios
de signo en la primera columna de la Tabla de Routh. Estudiaremos solamente el
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caso en que K.; > 0, por lo que las condiciones de estabilidad son las siguientes:

0 < by < (O[p + Kchlb())bl (N4a)
0 < ap+ K Keibo (N.4b)

Por lo tanto deberd cumplirse que b; > 0.

Puede observarse que en el caso Paralelo, es decir para a = 0, debera ser
by # 0, ya que by # 0, por lo tanto en este caso by = 1 necesariamente. Fl
controlador Gei(s) debera ser de tipo PID, y en este caso las condiciones de
estabilidad son

0<by < K, Kc1by (N5)

Para un PID con un cero doble,

0<b <4K,, K (N6)

O. PID de dos grados de libertad

Se han propuesto muchas clases de controladores PID algunos de los cuales
estdn comercializados (puede consultarse [6] y [7]). Un ejemplo de controlador
de dos grados de libertad es un PID como el que enunciamos a continuacion:

7 W 1 (1—pB)1ps o) 1 TDS <
Uls) = Ky <(1 )JrﬁsjL es+1 )R( )~ Ky (1+T[S+€S+1>(Y( i
0.1

con € ~ 0.

Es un controlador cuyos parametros son los de un controlador PID realizable
(Kp,71,7p) (el pardmetro € no suele considerarse un pardmetro del controlador
ya que su funcién es hacer realizable el factor derivativo sin que modifique sus-
tancialmente el comportamiento del PID ideal) junto con otros dos pardmetros
(a, B) que, como vamos a ver, son los que hacen que este PID defina una estruc-
tura de dos grados de libertad.

Si (e, B) = (0,0) definirfa una estructura de un grado de libertad con un
PID realizable en el lazo directo:

1 TDS
U(s) =K, <1 + s + P 1) E(s) (0.2)
dondeE(s) = R(s) — Y (s).

Incluso el caso (a, ) = (0,1) se considera que es un controlador de dos
grados de libertad si bien lo que nos interesa es saber si define o no una estructura
de dos grados de libertad en el sentido que hemos definido en la Seccién 30.
Puede verse que se trata de un controlador PI+D en el que el PI se sitia
en el lazo directo y el D en el lazo paralelo (también puede verse como un PD-
PID, donde el PD es un controlador prealimentado y el PID se sitia en el lazo
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paralelo, pero es mas complejo, ademas de que los factores PD son idénticos por
lo que presentaria un problema de implementacién, ya que no es posible fabricar
componentes idénticos).

Sera un controlador de tipo I+PD cuando («, 5) = (1,1).

A continuacién vamos a analizar las condiciones para las cuales se trata de
un controlador que define una estructura de dos grados de libertad.

De acuerdo con la definicién de controlador general dado por vemos que

Fi(s) = K, ((1—a)+m+ “;T?’S) (0.3a)
Fy(s) = K, (1 + % + e;[fl> (0.3b)

por lo que
Fi(s) = Fy(s) — K, (a + iﬁ"j) (0.4)

El término de la derecha puede ser escrito en la forma de un controlador PD
(para « #£ 0)

Fy(s) = K" (14 28 (0.5)
) ¢ es+1 '
donde
K = Ko (0.6a)
BTD
!
= — .6b
™D o (0.6b)

Cuando o = 0, 8 # 0, el término F3(s) disponde de un tnico pardmetro 8 que
hace que Fi(s) y Fa(s) sean independientes. Pero en general vemos que Fy(s) y
F5(s) pueden ser sintonizados independientemente en funcién de los pardmetros

(@, ).
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